Clase 12. Teoria. Analisis Matematico

Clase 12. Teoria.
e Reglas de calculo de derivadas.
e QOperaciones aritméticas.
e Derivadas de la funcién compuesta e inversa.

Bibliografia:
Analisis Matematico. Tomo Il. paginas 16-41.

Introduccién:
Por definicidn, una funcidn f(x) es derivable en el punto x; si existe el limite del cociente incremental:

' : (Gro+Ax)—f (x0)
f (o) = hmAx—>0W

donde f'(xo) se interpreta geométricamente como la pendiente de la recta tangente a la curva en el
punto x.

De aqui que se puede calcular dicha recta tangente a la curva en el punto (xg ,yo) mediante la férmula:
Yy —Yo = f (x0) (x —x0)

Desarrollo:
Reglas de calculo de derivadas:

A continuacion demostraremos las reglas que hacen posible la derivacién de las
funciones que resultan de realizar operaciones aritméticas con dos funciones, cono-
cidas las derivadas de cada una de ellas.
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TEOREMA

Supongamos que las funciones f(x) y g(x) son derivables en un punto x,, en-

f(x)
g(x)

que g(xo) # 0) son derivables en xo y se cumple:

L [f0tg0 ], _, =f(0)tg'(x)

tonces, las funciones f(x) + g(x), f(x) » g(x),

(el cociente bajo la condicidon

2. [f(x) - g(x) ];___ i = f'(xq) » g(xo) + f(xg) - g'(x,)

g (FR (%0 - g(x0) — f(xo) - g(%0)

g(x) 'x=x¢ (g(x,)?

Las demostraciones se obtienen a partir de las operaciones con los limites.
Observaciones

1) Como caso particular de 2

[cf(0)]) = c[£(0)] + [€] f(x) = cf (x)

o cualquiera finito de funciones.

las 1 v 2 pueden extenderse a un namer funck
W i e stratla utilizando el principio de

El lector puede efectuar esta extension y demo
induccién matemdtica.

Ejemplo de derivada de algunas funciones elementales:
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i cto y el prin-
a) Derivada de y = x". Utilizando la f6rmula de la derivada del producto y el p

= =1
cipio de induccién podemos demostrar que y' = nx""". En efecto, paran
Ay '=1= x‘-‘ A
—_—= demuestra que (x)
y = x y Ay = Ax, luego, A 1y se dem q

Supongamos que es cierto para n y demostremos que se cumple paran + 1:
(X" ' =(x"ex)' =x" e &)+ (™) e x=x"+nx"o x= x"(n+1)

Queda demostrado para todo n € N,
(xn) ' i nxn-l

Ellector puede demostrar esta regla de derivacion también directamente, calcu-
lando el limite del cociente incremental.

Combinando la derivada de y = x" con las derivadas de la suma, el producto y
el cociente de funciones podemos calcular la derivada de cualquier polinomio o
fraccion racional.

Ejemplo
- X2 +1
1) Hallemos la derivada de y = I
x —1

(XA, D6+ -6+ D3 -1

x3—1 (x® —1)2

(x> —1) (2%) — (x® +1) 3x%)
(x*—1)?

(x* +3x* + 2x)

iy e
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b) Derivada de y = sen x. Para esta funcién

Ay = sen (x + Ax) — sen x = sen x cos Ax + ¢os x sen Ax — sen x
Ay = sen x (cos Ax— 1) + sen Ax cos x

de donde

A =
y S din s cos Ax — 1 i sen Ax

Aix T F cos X

2
Udlizando que cuando Ax - 0 cos Ax — 1 ~ A;— y sen Ax ~ Ax se tiene que

A

lim y 3 2 cos Ax—1 2 sen Ax
—— =senx lim ———— 4cosx lim ———=cosx
Ax >0 Ax AXx =0 Ax AX -0 Ax
luego,
cg Ay
(senx)'= lim —— =cosx
Ax—»0 Ox

¢) Derivada de y = cos x. Se obtiene de forma aniloga a la de sen x, es decir,

(cosx)' = —sen x

d) Derivadadey = tg x. Como tgx = —:%E:— , podemos aplicar la regla de la de-

rivada de un cociente; entonces, en los puntos donde cos x # 0 se tiene

(tg )" — (DX y _ _cosx(sen x)' —sen x(cos x)’
cos X cos® x
e cos® x + sen” x
cos® x
es decir,
1
(g x)' = = secix
2
cos® x
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e) Derivada de y = ctg x. Anilogamente, puede obtenerse la derivada de
cos X
sen X

Ctgx =
—1 2

(cgx)'= —5— = — e x

s€n X

De igual manera se obtienen:

, 1
(secx) = ( ) = secx tanx
COS X
) 1
(cscx) = ( - ) = —cSscx cotx
sin x

f) Derivada de la funcion y = log,x. Seay =log,x,a>0, a# 1, x> 0 fijo. To-
memos el cociente incremental para un Ax suficientemente pequeiio

Ay loga (x + Ax) — logg x 1 x + Ax Ax
5 e e loga (—— )= loga (1 + )
i X
= — logy(1+ X )48x

Pasando al limite cuando Ax - 0 y teniendo en cuenta el limite fundamental al-
gebraico y la continuidad de la funcién logaritmica

x
_— 1
lim Y Llog. lim (l+—A—x) =—!—log. lim (1+1t)"
Ax—»0 Ax Ax—>0 ~ t=>0
( id ey llog.c
consideramos t = —— -

Se obtiene pues

(loga x)' = - loga e , x>0
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En particularsia = e

For d
(Inx)" = — x>0

g) Derivada de la funciony = &*. Seay =a*, a> 0, a# 1 y x ER fijo. Forme-
mos el cociente incremental

A)’ axo'Ax —a% ax(an —1)
Ax Ax B Ax ’
an—l
Como lim ———— =Ina,
AxX =20 Ax
entonces,
TR A e
AXxX -0 AX
e< decir,

(a*)'=a*Ina

En particular, si a = ¢, entonces (e*)’ = e*,

Ejemplos:
La manera mas sencilla de utilizar los Asistentes Computacionales o los Dispositivos mdviles es
precisamente el calculo directo de derivadas, asi se pueden obtener resultados tan simples como:

1—x3 .
1.5eaf(x) = 1+i2 Obtener la derivada con respecto a x
> (l —x3) -+ 1
1+ 41
differentiate w.r.t. x ~ 3x2 _ 2 ( —x3 + 1) x _Cvaluateat po_)int x = 2 se obtiene _£
A+ (2 +1)° 25

. . s . . t 5 digit:
Aproximacion con 5 digitos decimales —————> 12800

sinx+1

l.y=
oSt sin(x) + 1
cos(x)

differentiate w.r.t. X

(sin(x) + 1) sin(x)
2

1+
cos(x)

factor
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sin(x)2 + cos(x)2 +sin(x) — 1+sin;;
cos(x)? (cos x)
1
2. y=
y tan x—2% 1
tan(x) — 2"

differentiate w.r.t. X

| + tan(x)®> — 2%In(2) —_ (secx)*—2* In 2
- X
(g —2)°  (anx2)

Derivada de la funcion compuesta:

Deduciremos la regla para hallar la derivada de la funcién compuesta

y = f[¢(t)] en un punto t, si se conocen las derivadas de las funciones x = ¢(t)

y y = f(x) en los puntos tp y xo = ¢(tp) respectivamente,

TEOREMA

Sea x = @(t) derivable en un punto tq y la funcién y = f(x) derivable en el pun-
to correspondiente X = (to ). Entonces, 1a funcién compuesta y = f[p(t) ] es de-

rivable en el punto ty y, ademds, su derivada se expresa mediante
{fle1Y,.,, =f'(x0) + ¢"(to) = ' [0(tg)] + ¢'(to)

Observacion

En el enunciado del teorema, al afirmar la derivabilidad de la funcién com-
puesta y = f[@(t) ] en el punto to, se estd afirmando, al mismo tiempo, la existen-
cia de dicha funcién en una vecindad del punto tg, lo cual se obtiene de la conti-

nuidad de las funciones f y ¢ en los puntos xq y to respectivamente,
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DEMOSTRACION

Consideremos un incremento At arbitrario de la variable t, At # 0, entonces,
2 este incremento corresponde el incremento Ax = p(to + At) —¢(to) de la fun-
cibn x = p(t) (Ax podrfa anularse),

Al incremento Ax corresponde el incremento Ay = f(xg + Ax) — f(xq ) corres-
pondiente a la funcién y = f(x).

La funcién y = f(x) es derivable en el punto xo = p(t ), luego, es diferencia-
ble en ese punto y podemos escribir

Ay = f'(x9) Ax+ a(Ax) Ax

donde, @(Ax) - 0 cuando Ax - 0 (recordemos que a(0) = 0), -
Entonces,

AY _ frxay 2% x) 2%
At £'(xo) At 3 At

Demostremos que el término de la derecha de la igualdad anterior tiene Ifmite
cuando At + 0 y que este Iimite (que es la derivada de la funcién compuesta) coin-
cide con f'[@(to)] ¢'(to). d

Como x = y(t) es derivable en el punto t, se obtiene que lim A’: = ¢'(tg).
At >0

Queda por demostrar que a(Ax) - 0, cuando At - 0. En efecto, ¢(t) es continua
en ty, luego, si At - 0, también Ax - 0, pero a(Ax) es un infinitesimal cuan-
do Ax - 0. Utilizando lo dicho anteriormente,

Ay Ax Ax
lim ——= =f'(x) lim —— + lim a(Ax) — = f'(x0) ¢ (to)
At-»o At i At->o0 At At -0 At R

=f'[¢(to)] * ¢'(10)

lo que demuestra ¢l teorema.

La férmula de la derivada de la funcién compuesta sc pucdf aplicar de for-
ma sucesiva a la compuesta de mds de dos funciones, por ejemplo,

{Flf(e(®))] };-t°= F'[f(p(to))] - £'(@(to)) » ' (o)

Ejemplos: 1
1) Sea y = (sen x)?. Si hacemos u = sen x, entonces, podemos escribir y = u,
u = sen x. Por la férmula demostrada

y' = [ (sen x)?]' = 2u -+ cos x = 2 sen x cos X

8
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2) Sczy:lncos(x3 + 3x? 4+ 1). Haciendou = x® + 3x? + l,v=cosu,y=In,v,
resulta

y'= L c(—senuw) - (3® +60=—(x + 60 g (x® + 3x* +1)
Es conveniente observar que en la prictica no es necesario introducir de for-

ma explfcita las nuevas variables, sino que se puede aplicar el método directa-
mente,

3) Scay=cos|n3x,y'=—s¢n1n3x_3.,= — sen In 3x
3Ix X
14 ln x
4) Seay=x cona€ R. Entonces y = ¢ , con lo que podemos hallar la

derivada de la funcidn potencial a partir de la derivada de la funcién logarft-
mica y exponencial. En efecto,

(s 4

4 a
(x®)' = (calnx)p= Xlnx | et H AR x&-1

Derivada de las expresiones potecio- exponenciales:

Para derivar expresiones de la forma [u(x)]v(") es conveniente escribir ésta en

la forma ¢"¢®) In[u(x)] y después derivar.

Ejemplos:
Calcular la primera derivada de:

1. y:\/(a_x)(x_b)—(a—b)arctan\/é

J(@a—x)-(x—0b) —(a—b)~arctan( j:z )

(@a—x) (x—b) —(a—b)arctan( — ]

differentiate w.r.t. x

1 a—2x+b 1
2 (a—x)(x—>) 2 a—x (l_i_a—x)

1

1
x x X differentiate w.r.t. X x* [_ 2 +=
2. y = Vx \/7 X X e

Derivada de la funcidon inversa:

i % ' 21 1
L WMy tee) = Fom) 1)
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TEOREMA

Sea y = f(x) definida, continua y estrictamente creciente (0 decreciente) en
una vencidad de un punto Xo, supongamos, ademis, que f '(xo) # 0. Entonces,
la funcibén inversa x = £~ '(y) tiene derivada en ¢l punto yo = f'(xg) y se calcu-
la mediante la férmula (1),

DEMOSTRACION

Fijemos una vecindad del punto X, donde, y = f(x) sca continua y estricta-
mente mondtona, entonces, en virtud del teorema sobre la existencia y continui-
dad de la funcidn inversa, en la correspondiente vecindad de yo = f(xo) existe,
es continua y estrictamente mondtona x = f~'(y).

Consideremos un incremento Ay # 0 en el punto considerado, lo suficiente-
mente pequefio para que el correspondiente incremento Ax = f~ Yyo+ Ay) —
— £ (yo) satisfaga que xo + Ax esté en la vecindad prefijada de xo. En virtud
de que f! es estrictamente mon6tona Ax # 0. Podemos, entonces, escribir

Ax = 1
Ay Ay
Ax

Supongamos que Ly - 0, entonces, utilizando la continuidad de x = 20y,
también Ax -+ 0. Teniendo en cuenta la derivabilidad de y = f(x) en el punto X,

y, ademis, £'(xo) # 0, existe el I{mite de A‘

Ax

cuando Ay - 0, luego, tam-

bién existe

de donde se obtiene (1).

Aplicaciones:

1) y-ucsenx.x-nny.-:z!- Sy s —g—.—l<x<l. Note que aun-

que la funcibn inversa de x = sen y existe para _;' <y< -g—,ladcri-

10
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: LU
vada de esta funcidn se anula en los puntos y = + 5 » por lo que no se

puede aplicar en esos puntos el teorema 5.2,

siy€ (G 5)
1 B 1

(seny)’ = cosy

Como y € ( —2" - %), se puede escribir cosy = /1 —sen’y =

=y 1— x2 luego,

(arcsen x)' =

(arcsen x) ' =
l1—x

2) Anilogamente se¢ puede hallar

(arccos x) ' = — ——m | |x| <1
1—x

3) y=arctg x,x=tgy,—--g-<y< %,xER

(arctg x) ' = ; = =

11



