3.4 Derivadas de funciones compuestas

De la regla de la cadena para funciones de una variable se obtiene el método para derivar una función compuesta si 
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Para funciones de más de una variable, se presentan diversos casos según sea la función.

Caso I:

Supongamos que 
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NOTA:  A las variables  x, y  se les llama variables intermedias  y a t  variable independiente. 

Para plantear la regla de la cadena, resulta útil hacer un esquema tipo árbol como en la figura. Trazamos dos ramas desde la variable dependiente z hacia las variables intermedias x, y para indicar que z  depende de ellas, y después trazamos las ramas a partir de x, y hacia la variable t.
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En este caso la derivada se le llama derivada total de la función. 

Ejemplo 18:  Si 
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Sabemos que:
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 Derivamos y sustituimos
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Luego ,  
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Esta derivada puede interpretarse como una razón de cambio de  z  respecto a  t en el punto 
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  es la razón instantánea del incremento en el punto
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Caso II:

Supongamos que 
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 es un función diferenciable de x y de  y, donde 
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Como en el caso I se puede hacer un esquema según la dependencia de las variables, que será útil para recordar la regla de la cadena.
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En este caso, como se puede observar, las derivadas son parciales por lo que se le llaman derivadas parciales de la función compuesta.

Ejemplo 19:  Si  
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Al aplicar la regla de la cadena, tenemos
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 INCRUSTAR Equation.3  [image: image34.wmf](
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Se pueden presentar funciones con un número mayor de variables intermedias e independientes. En esos casos se procede de la misma forma y el esquema será de gran utilidad. Advierta que el número de términos de la derivada es el mismo que el número de variables intermedias y que cada uno corresponde a una de ellas.

Ejemplo 20: Si  
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Con ayuda  del esquema podemos determinar la derivada
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Así es
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EJERCICIO 12:

I. Calcule la derivada total si
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II. Calcule las derivadas parciales si
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3.5 Derivadas de funciones implícitas

Teorema 10:

Dada la ecuación 
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Entonces existen las derivadas parciales de la función 
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Ejemplo 21: Dada la ecuación  
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Calculando las derivadas 
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y sustituyendo en la fórmula se obtiene
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Evaluándo ahora en el punto dado es
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EJERCICIO 13:

I. Halle las derivadas de la función 
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II.  Demuestre que: 
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3.6 Derivadas de funciones vectoriales

En el caso de las funciones vectoriales la derivada se define de manera análoga al caso de las funciones escalares. Así es para la función vectorial r:
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si el límite planteado existe y es finito.
Interpretación geométrica y física
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Si P y Q tienen vectores de posición 
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Cuando el parámetro t  representa el tiempo, el vector  
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Si derivamos la función vectorial 
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El siguiente teorema ofrece un método conveniente para calcular la derivada de una función vectorial 
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Teorema 11:
Si 
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Ejemplo 22:
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¿Cómo hallar las ecuaciones de la recta tangente y de un plano normal a la curva en 
[image: image156.wmf]0

t

?

Debemos recordar las ecuaciones de la recta en el espacio
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Para este caso, el vector tangente a la curva en 
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Entonces, las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la curva en 
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Ahora recordemos la ecuación de un plano conociendo un vector perpendicular a él y un punto
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En este caso, el vector perpendicular en 
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por lo que la ecuación del plano será
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Ejemplo 23:
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La ecuación vectorial de la hélice es 
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El valor del parámetro que corresponde al punto 
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Propiedades de las derivadas

Las reglas que se emplean para la derivación de campos vectoriales, son las mismas que se estudiaron para la derivación de campos escalares.
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Estas reglas se pueden demostrar aplicando la definición o utilizando el teorema anterior.

Derivadas de funciones 
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III.   Halle la derivada de:
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V.   Halle el vector tangente a la curva:
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VI. Halle las ecuaciones  de la recta tangente y la ecuación del plano normal a la curva.
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4. Diferencial de funciones de varias variables
Este concepto está muy relacionado con el concepto de derivada y tiene aplicaciones útiles en la vida práctica.

Definición 7:
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puede expresarse de la forma
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Para la mejor comprensión de esta definición trabajaremos con los casos particulares para 
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4.1 Diferencial de funciones de una variable
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Definición 8:
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Como se puede apreciar, el análisis de la diferenciabilidad de una función según la definición resulta un poco complicado. El siguiente teorema ofrece una condición suficiente y conveniente para la diferenciabilidad.

Teorema 12:
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Reglas de diferenciación

Cada regla de derivación da lugar a una regla de diferenciación. así
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Interpretación geométrica de la diferencial de una función de una variable real



[image: image327.wmf]x

x

f

x

df

D

¢

=

)

(

)

(

0

0


            
[image: image328.wmf]x

tg

D

=

j

                    

            
[image: image329.wmf]x

x

RS

D

D

=



[image: image330.wmf]RS

x

df

=

)

(

0


Como podemos apreciar en el gráfico 
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4.2 Diferencial de funciones de  varias variables

Definición 9:
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A veces resulta difícil comprobar por la definición la difenciabilidad de una función. El siguiente teorema ofrece una condición suficiente conveniente para la diferenciabilidad.

Teorema 13:
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[image: image382.wmf]
NOTA: 
Esta condición es suficiente pero no necesaria, o sea existen funciones diferenciales cuyas derivadas parciales no son continuas.
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Ejemplo 27: 
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Interpretación geométrica de la diferencial de funciones de varias variables

En la figura  se muestra geométricamente la diferencial 
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Observe que 
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es más fácil de calcular.

Relación entre diferenciabilidad, derivabilidad y continuidad
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EJERCICIO 16:
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4.3 Forma diferencial

Se conoce como forma diferencial a una expresión del tipo
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La definición siguiente nos ayudará a responder  esta interrogante.

Definición 10:

Decimos que una forma diferencial 
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La función 
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 IR  se llama función potencial del vector  
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Es siguiente teorema permite determinar cuándo una forma difrencial es exacta.

Teorema 14:

Sean 
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funciones reales definidas sobre D y tales que las derivadas parciales 
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 existan y sean continuas en todo 
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 entonces la forma diferencial 
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Ejemplo 29:

1. Analice si  
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 es una forma diferencial exacta.

En este caso es
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por lo que la forma diferencial no es exacta, ya que 
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2. Investigue si la expresión  
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 es diferencial exacta de alguna función.

Aquí se tiene   
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 , por lo que la expresión dada es diferencial exacta de alguna función.

EJERCICIO 17:

Investigue si cada una de las expresiones siguientes es diferencial total exacta.

1.  
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