CAPITULO VI

DERIVADA Y DIFERENCIAL

1. Introducción

Para comenzar el estudio del tema de la derivada queremos proponerle la resolución de los siguientes problemas:

PROBLEMA 1: 
Un móvil P se desplaza a lo largo de un camino recto  de 10 metros de longitud. A cada valor del tiempo t (en segundos) le corresponde una distancia x (en metros) recorrida por P, es decir, la distancia x es una función del tiempo t dada por la ecuación o ley del movimiento 
[image: image1.wmf]).
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Si se conoce que el móvil recorre todo el trayecto en un tiempo de 5 seg., entonces resulta fácil determinar la velocidad media del móvil aplicando la fórmula conocida del preuniversitario 
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 Pero este resultado no describe la velocidad exacta del móvil en un instante de tiempo fijo 
[image: image3.wmf]0
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 (por ejemplo, a los 3 segundos de iniciado el recorrido). Surge entonces de manera natural la pregunta ¿cómo calcular la velocidad exacta del móvil en un instante de tiempo 
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 dado?

PROBLEMA 2: 
La temperatura T (en grados centígrados) de una cierta reacción química se expresa en función del tiempo t (en segundos) según la ecuación 
[image: image5.wmf].
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 La variación media de la temperatura de la reacción en un período de tiempo 
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 se determina como la razón de cambio de la temperatura respecto al tiempo  en ese intervalo, es decir:
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Así,  por ejemplo, la variación media de la temperatura en 3 segundos de reacción está dado por  
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Pero este resultado no describe la variación de la temperatura exactamente a los 3 segundos. Surge entonces la pregunta ¿cómo determinar la variación de la temperatura en un instante 
[image: image9.wmf]0
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 dado?

PROBLEMA 3: 
La figura 6.1 muestra el proceso de obtención de la recta tangente
 r a la curva C dada por una función continua 
[image: image10.wmf])
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.  La recta tangente r se obtiene como posición límite de la recta secante 
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 a la curva en los puntos 
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 tiende al punto 
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 a lo largo de la curva C,  es decir 
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Resulta entonces de interés el problema de determinar la ecuación de la recta tangente 
[image: image19.wmf]r

 en la curva C en el punto M0, para lo cual basta determinar su pendiente m, es decir, el valor de 
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Veamos ahora la resolución de los problemas propuestos. Te recomendamos que intentes resolverlos por ti mismo antes de continuar leyendo.

PROBLEMA 1: 

Si tomamos un intervalo de tiempo 
[image: image21.wmf]t
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 a partir de 
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, este se puede representar como 
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Entonces la fórmula conocida del preuniversitario indica que la velocidad media desarrollada en el intervalo dado es
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Sin embargo, esta fórmula sólo describe aproximadamente la velocidad del móvil P en el punto t0. Esto nos permite concluir que a menor 
[image: image26.wmf]t
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 se puede obtener una mejor aproximación de la velocidad instantánea buscada, lo cual hace pensar en el límite de la velocidad media cuando 
[image: image27.wmf]t

D

 tiende a cero.

De  esta manera se obtiene la velocidad instantánea en el instante t0 como el límite 
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si este existe y es finito.

PROBLEMA 2: 

Un análisis similar al anterior nos permite concluir que la variación de la temperatura de la reacción en el instante 
[image: image29.wmf]0
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 se determinaría a través del límite
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si este existe y es finito.

Así la variación de la temperatura de la reacción a los 3 segundos exactos de iniciado esta sería
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es decir a los 3 segundos de reacción, esta presenta una variación de 
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PROBLEMA 3: 

La recta secante 
[image: image36.wmf]m
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 a la curva C de ecuación 
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La recta tangente 
[image: image41.wmf]r

se obtiene al hacer tender 
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 a lo largo de C, es decir 
[image: image44.wmf]0

x

x

®

. Entonces su pendiente está dada por el límite
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si este existe y es finito. Resulta entonces muy sencillo determinar la ecuación de la recta tangente en el punto 
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 a la curva C dada por la ecuación  
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De la resolución de los problemas 1, 2 y 3 se puede concluir que existe gran número de situaciones prácticas que conducen a situaciones similares (ver (1), (2) y (3)).

Resulta conveniente resumir todas estas situaciones en un concepto general: el concepto de derivada de una función en un punto. La siguiente definición muestra de manera general el concepto anteriormente mencionado para funciones definidas de

lRn en  lRm.

Definición 1:

Sea 
[image: image49.wmf]D

 un conjunto abierto de lRn    y  sea  
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existe y es finito. En ese caso, el valor del límite se denomina derivada direccional en el punto
[image: image54.wmf]0
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 de f en la dirección del vector 
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Veamos explícitamente qué sucede en el caso de las funciones reales de variable real.

2. Derivación de funciones de una variable real

2.1 El concepto de derivada

Definición 2:
Sea 
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existe y es finito (la expresión a  la que se calcula el límite se llama cociente incremental ).

Al valor 
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Ejemplo 1: Calcule la derivada de la función 
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En este caso el cociente incremental es
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Entonces es
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· Se dice que f es derivable en el intervalo (a, b) si f es derivable en todo       punto
[image: image68.wmf])
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· En este caso, se llama función derivada de f a la función
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· Al proceso de hallar la función derivada se le denomina derivación.
Ejemplo 2:

1.   Sea 
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 siendo C una constante real. Entonces el cociente incremental  es
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para todo valor de x. De aquí se deduce que
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por lo que  f  es derivable en todo x  real, siendo su función derivada
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Esto muestra que la derivada de una constante siempre es cero, lo cual se representa como
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2.   Sea ahora 
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Aplicando la identidad trigonométrica
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Entonces es 
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Así se obtiene la función derivada, siendo 
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De manera análoga se obtiene
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3.  Sea 
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Aplicando propiedades de la función logaritmo se obtiene   
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Luego 
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Por continuidad de la función logarítmica, tendremos
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Así se obtiene la función derivada  
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Por lo que podemos expresar la derivada de  
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Si la base es  
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De manera general y siguiendo los ejemplos que dan inicio a este capítulo, la derivada de una función 
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Razón instantánea de cambio de la variable y respecto a la variable x en el punto x0.
De aquí que físicamente (Ver problema 1)
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EJERCICIO 1:

1. Calcule, utilizando la definición, la derivada de la función 
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2. La ley de movimiento de un punto es 
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3. Halle la razón de cambio 
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d) ¿Cuál será el valor de la derivada 
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4. Calcule la pendiente de las rectas tangentes a las curvas 
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5. Determine la ecuación de la recta tangente a la curva

    a) 
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6. Determine la ecuación de la recta tangente y de la recta normal a la curva  
[image: image136.wmf]2
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  en el punto P( 3,1) .
7. Halle el punto 
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8. Determine los puntos en que la recta tangente a la curva  
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9. Determine el punto que la recta tangente 
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10. Obtenga el punto que la recta normal  
[image: image143.wmf]1
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11. Halle todos los puntos en los cuales la gráfica de 
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12. Una población de bacterias crece en intervalos de tiempo corto, según la ley 
[image: image146.wmf].
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Halle la variación de crecimiento al transcurrir 1 minuto.

13. Una sustancia disminuye según la ley 
[image: image147.wmf]t

e

m

02

.

0

10

-

=

donde m (en gramos) es la masa que       quedó después de t segundos. Halle con 3 cifras significativas cuanto disminuye la masa en el instante t =20.

14. Una reacción química aumenta su temperatura T (en grados centígrados) según la ley       
[image: image148.wmf].
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 Halle la variación de la temperatura de reacción en el instante t = 3.

15. Bajo la aplicación de un funguicida la población de la roya de la caña decrece según la       expresión 
[image: image149.wmf].
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 Halle la variación de decrecimiento para t = 6 horas.

Como hemos podido observar, la derivada de una función en un punto 
[image: image150.wmf]0
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 dado no es más que un límite. Entonces se puede hablar de derivadas laterales y su relación con la derivada en el punto.

Definición 3:

Sea 
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si este existe y es finito.

Así, 
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El siguiente teorema se obtiene de manera inmediata y muestra la relación de las derivadas laterales con la derivada en un punto.

Teorema 1:

Sea 
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Ejemplo 3:  Analice si la función 
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Calculemos las derivadas laterales
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Entonces es 
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En este ejemplo se observa también que no es suficiente que una función sea continua en un punto para que sea derivable en el mismo, es decir 

Continuidad no implica derivabilidad.
Sin embargo se cumple el siguiente teorema que te recomendamos que intentes demostrar.
Teorema 2:
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[image: image175.wmf]®

)

,

(

:

b

a

f

IR  derivable en el punto 
[image: image176.wmf])

,

(

0

b

a

x

Î

. Entonces f  es  continua en 
[image: image177.wmf].
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Ejemplo 4: 

1. Analice continuidad y derivabilidad en IR de la función (ver figura 6.3)
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Ya conocemos de ejemplos anteriores que la función 
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 es derivable  y  por el Teorema 2 es continua en IR\
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Sin embargo en el punto 
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El teorema 2 indica que derivabilidad implica continuidad. Entonces, aplicando su  contrarrecíproco, obtenemos que la función 
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 no es derivable en 
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Concluyendo tenemos que  f  es derivable y continua en  IR\
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2. Analice continuidad y derivabilidad en IR de la función (Ver figura 6.4)
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El análisis del gráfico de la función nos nuestra que ésta es continua en IR, pero presenta un "pico" en  
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De manera análoga al ejemplo anterior se obtiene que  f  es derivable y por tanto continua en       IR\
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los cuales coinciden con el valor de 
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 De aquí que podemos afirmar que f es continua en todo IR  y  resta analizar su derivabilidad en 
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Calculemos para ello sus derivadas laterales
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Aquí se puede observar que las derivadas laterales de f en 
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 son diferentes, de donde se deduce que  f  no es derivable en 
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Asi podemos concluir que f es continua en IR  y derivable en IR\
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EJERCICIO 2:

I. Analice si la siguiente función es continua y/o derivable en el punto que se indica

1. 
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II. 
Analice  continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones en los intervalos que se indican 

1. 
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III. Halle la función derivada de los incisos anteriores, si existe.
IV. Determine los valores de las constantes a y b para que las funciones siguientes sean derivables en el punto que se indica

  1. 
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V. Determine el valor de 
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2.2 Reglas de derivación

En el epígrafe anterior obtuvimos la derivada de algunas funciones a través de la definición, siendo por ejemplo:
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De manera análoga se pueden obtener  las derivadas de otras funciones elementales. Conviene hacer una tabla con las conocidas, pues esta resulta la herramienta más importante en su cálculo.

Muchas funciones se obtienen mediante operaciones algebraicas sencillas con las funciones elementales, de ahí la importancia del siguiente teorema.
Teorema 3:

Sean 
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( iv ) Si 
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( v ) Si 
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La demostración de este teorema resulta en extremo sencilla mediante la aplicación directa de la definición.

Ejemplo 5: 

Sea 
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Resulta fácil hallar las derivadas de las funciones trigonométricas restantes (csc x, sec x y cot x) aplicando la regla del cociente (puede probarlo). En la tabla que sigue reunimos todas las fórmulas de derivación de las funciones trigonométricas:

Derivadas de las funciones trigonométricas
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NOTA. 
Aquí resulta útil notar que las derivadas de las cofunciones, es decir, coseno, cosecante y cotangente, van con signo negativo.

El siguiente teorema muestra una fórmula para la derivación de la función inversa.
Teorema 5:
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[image: image272.wmf]®

=

)

,

(

:

)

(

b

a

x

f

y

IR  una función inyectiva y continua en 
[image: image273.wmf])

,

(

b

a

  y  
[image: image274.wmf])

,

(

0

b

a

x

Î

. Si 
[image: image275.wmf]f

 es derivable en 
[image: image276.wmf]0

x

 entonces  su función inversa 
[image: image277.wmf]1

-

f


 es derivable en 
[image: image278.wmf])

(

0

x

f



 INCRUSTAR Equation.3  [image: image279.wmf]y se cumple 

                    
[image: image280.wmf](

)

[

]

)

(

1

)

(

0

0

1

x

f

x

f

f

¢

=

¢

-


Ejemplo 7: 
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    De ese modo es
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Podemos reunir en una tabla a todas las reglas de derivación de las funciones elementales que hemos obtenido para resolver los ejercicios siguientes.

EJERCICIO 3:
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De gran utilidad en el cálculo de derivadas resulta también la regla de la cadena dada en el siguiente teorema.

Teorema 4:

Sean 
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Aplicando la regla de la cadena a las derivadas de las funciones elementales calculadas en este capítulo se puede elaborar una tabla de la derivadas, que será de gran utilidad en nuestro trabajo. Vea para ello el anexo 3 que aparece al final del libro.
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� La palabra tangente procede de la palabra latina tangens, la cual significa tocar. De este modo, una tangente a la curva es una recta que toca a esta última.
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