Matematica I

Ciencias Farmacéuticas
Tema Il. Integral definida e Integral Doble

Conferencia 4. Nocién de integral Definida. Propiedades. Férmula de Newton-
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Introduccién

El concepto de integral definida tiene gran importancia en la Matematica, para introducir este
concepto nos auxiliaremos de un ejemplo. Supongamos que queremos determinar el area
del trapecio curvilineo formado por el grafico de la funcion continua positiva y = f(x), el eje
x Yy las rectas verticales x = ay x = b, ver Figura (1).
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Fig. 1 Trapecio curvilineo




Para solucionar el problema planteado dividimos el intervalo [a,b] en n subintervalos
mediante la particion a = x, <x; <x, << x,=b Yy formamos rectdngulos que
aproximen el area de los trapecios curvilineos méas pequefios, ver Figura (2).
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Fig. 2 Trapecio curvilineo particionado

De esta manera podemos obtener un valor aproximado del area total, o sea:

A FE)( - xi)
i=1

Como queremos determinar el area del trapecio curvilineo lo mas exactamente posible, tiene
sentido pasar al limite cuando la longitud maxima de los subintervalos tienda a cero, o sea:

Axlim > FE) — xi0)
i=1

Siendo:

A= max(x; — x;_
lsisn( t t 1)

La generalizacion de esta idea nos conduce al concepto de integral definida, el cual se
recoge en la siguiente definicion.

1. Concepto de Integral Definida

Definicion (Integral Definida o Integral de Reimann)

Sea f una funcidén continua y definida para a < x < b, dividimos el intervalo [a,b] en n
subintervalos mediante la particion a = xo <x; <x, << x,=b Yy elegimos puntos
intermedios &, < ¢&; <&, << &, en cada uno de los subintervalos, de modo que ¢; se
encuentra en el i-ésimo subintervalo [x;_q,x;]. Si definimos A = max;<;j<,(x; — x;_1),
entonces la integral definida de f(x) desde a hasta b se define como el limite:
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si existe y es finito, independientemente de la forma de elegir la particion, siendo a el limite
inferior y b el limite superior.

Observaciones:

1. Laintegral definida f:f(x)dx es un namero que no depende de x.

2. Aun cuando en la definicion de integral definida se asume que la funcion integrando es
continua, también es posible calcular la integral definida de una funcion con un nimero finito
de discontinuidades finitas.

Interpretacion geométrica
Basandonos en el ejemplo visto al inicio de la clase podemos realizar una primera
aproximacion a la interpretacion geométrica de la integral definida.

Sea 1= f(x) definida y no negativa en el intervalo [ﬂ: E;'.J.

Llamamos trapecio curvilineo al conjunto

T, zf{x:;-jefﬂj; a=x=h, {]::;-::f{xj}

y=f(x)z0

— Area(T;)= [.f(-‘f}d-‘f
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Entonces la integral definida se pudiera interpretar como el area del trapecio curvilineo Tf
(regiobn sombreada o area bajo la curva), suponiendo que ésta exista.

2. Propiedades de la Integral Definida

1. Laintegral definida tiene las mismas propiedades que la integral indefinida.

2. fbaf(x)dx =— fff(x)dx siendoa < b



3. f:f(x)dx =0
4. [Cfedx + [ f()dx = [] f(x)dx  dondec € (a,b)

Ejemplos 1
Si se sabe que fogf(x)dx =16y fosf(x)dx = 12. Determine f:f(x)dx.
Utilizando la propiedad 4 podemos afirmar que:

fosf(x)dx + J:f(x)dx = J:f(x)dx

Despejando tendriamos que:

9 9 s
f f(x)dx = J- f(x)dx —f f(xX)dx =16 —-12 =4
5 0 0

3. Teorema fundamental del calculo

Como ocurre con muchos de los conceptos que hemos estudiado este curso, utilizar la
definicion para su célculo resulta muy engorroso por lo que acudimos a caracterizaciones
gue nos permitan obtener lo que queremos de una manera mas sencilla. En el caso de la
integral definida, utilizaremos los conocidos en la literatura como Teoremas Fundamentales
del Célculo, que relacionan la integral indefinida estudiada en clases anteriores con la
integral definida.

Teorema
Supongamos que f es continua en [a, b]:

1. SiF(x) = [, f(t)dt, entonces F’(x) = f(x).
2. fabf(x)dx = F(x)|% = F(b) — F(a), siendo F primitiva de f, o sea, F'(x) = f(x).

De esta manera podemos concluir que:
Siendo f(x) una funcion continua en [a,b] y F(x) una de sus primitivas en este intervalo,
entonces la integral definida de f en [a, b] es:
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2. fon sinxdx = —cosx |f = —cos(m) +cos(0) =—(-1)+1=2

2
3. flelnTxdx

En este caso podemos hacer la sustitucién t = Inx, dt = idx
Y para los limites de integracién se cumple que:
Six=1entoncest =0ysix =eentoncest = 1.

Luego el calculo de la integral quedaria como sigue:

€ln? x 12 t31 1
J dx=jtdt=—|0=—
1 X 0 3 3

En la proxima clase estudiaremos en detalle como aplicar los métodos de sustitucion e
integracion por partes cuando estamos en presencia de una integral definida. Por ahora el
ejemplo 3 les sirve para ir teniendo alguna idea.

4. Orientacion de la Clase Practica

— #5 (Célculo de integrales Definidas)
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