Guía de Ejercicios para la Evaluación Final de Matemática Superior II. Tema 3 y 4
Contabilidad y Finanzas. Primer Año. Segundo Período.
 

EJERCICIOS SOBRE LA APLICACIÓN DE LAS DERIVADAS PARCIALES A LOS PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN, FUNCIONES MARGINALES Y ELASTICIDADES.


DERIVADAS PARCIALES EN VARIAS VARIABLES

Ejercicios:
37. Calcule las derivadas parciales de primer orden y de segundo orden de las siguientes funcione con respecto a ambas variables.
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1.  Calcule     si    ,  ,   




2. Halle       si   .





3.  Calcule     si    ,  ,   




4. Halle       si   .


5. Calcule las derivadas que se indican. 




5.1)   si   ,  ,  


5.2)     si    





6. Si   ,   ,  . Calcula .



7. Calcula   si  .

8. Calcula la derivada que se indican. 





a)  si ,   , .





b)     si    ,  ,   




c)  si   , , .





d)     si   ,  ,  .





e)  siendo ,  hallar .




f)     siendo ,  hallar .





g)Hallar   si   ;  ; 

9. 

Demostrar que:    si   

10. 

Demostrar que:    si   
11. 

Calcular la derivada total  si 



12.Calcular la derivada total  si 
12. Obtenga las derivada que se indica:




        si  ,     ,  




14. Calcule     si      ,    ,  .

EJERCICIOS SOBRE LA APLICACIÓN DE LAS DERIVADAS PARCIALES A LOS PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN, FUNCIONES MARGINALES Y ELASTICIDADES.

Procedimiento para  determinar  los extremos locales de funciones reales de dos variables:
Extremos locales.
1. Calculamos las derivadas parciales y las igualamos a cero
2.  Resolvemos el sistema de ecuaciones planteado, obteniendo los puntos estacionarios.
3. 
Calculamos las derivadas parciales de segundo orden y determinamos la función evaluadas en los puntos estacionarios
4. Aplicas la condición de suficiencia para cada uno de los puntos estacionarios.
1. 

Si la función anterior evaluada en el punto estacionario es positiva, hay extremo. Será máximo si  y mínimo si .
1. Si la función es menor que cero no hay extremo (punto de ensilladura).
1. Si la función vale cero este teorema no decide qué carácter tiene el punto.

38. Determinar los extremos locales de las funciones dadas a continuación:

a) 

b) 

c) 

d) 






39. La función de costo total de una empresa es , donde y  representan la cantidad de unidades de los productos del mercado 1 y 2 respectivamente. Las funciones de demanda en cada uno de los mercados son:   y  .


a) Halle la cantidad  y  de producto que se debe vender en cada mercado para maximizar la utilidad de la empresa.
b) Obtenga el precio al que se debe vender el producto en cada mercado para obtener el mayor beneficio.
c) Calcule la utilidad total.


40. Dada la función de producción: , donde x, y  son los factores de producción. 
a) Calcule la productividad marginal respecto a x en el punto (10,10). Interpreta económicamente el resultado.

41.  Una compañía fabrica dos productos. Las funciones de demanda para los productos son: 







 y , donde   y  son los precios de los productos 1 y 2 respectivamente, y  y el número de unidades a producir.  El costo de producción de los dos productos es: .
1. Determine en número de unidades que se deben producir con el fin de maximizar las utilidades.
1. ¿A cuánto ascienden los ingresos totales?
1. ¿Cuál es la utilidad máxima?

42. Un fabricante vende dos productos relacionados, la demanda de estos está caracterizada por las siguientes funciones de demanda:






 y , donde y  son el precio de los productos 1 y 2 respectivamente,   y  el número de unidades demandadas. La compañía quiere determinar el precio que debe cobrar por cada uno de los productos con el fin de maximizar los ingresos totales a partir de la venta de los productos.





43. Una compañía vende dos productos. Los ingresos totales I se comportan como una función del número de unidades vendidas. Específicamente,  en donde  y  son respectivamente el número de unidades vendidas de cada uno de los productos. El costo de producción de los productos es .
a) Determine el número de unidades que se deben producir y vender con el fin de maximizar las utilidades anuales. 








44. Para los productos A y B, la función de costos conjuntos es  y las funciones de demanda son   y . Donde  y representan la cantidad de unidades a producir de A y B respectivamente,  y  el precio de los productos A y B respectivamente. 
1. Encuentre el nivel de producción que maximiza la utilidad.
1. Cuál es la utilidad máxima.
1. 
Halle el costo marginal respecto a cuando la utilidad es máxima. Interpreta.





45. Una compañía vende dos productos. Los ingresos totales por la venta de estos dos productos es una función del número de unidades vendidas de los dos productos. Específicamente   en donde  representa los ingresos totales,  y  el número de unidades vendidas de los dos productos.
a) ¿Cuántas unidades de cada producto deben producirse con el fin de maximizar los ingresos totales?
b) ¿Cuáles son los ingresos máximos?

46. 
La función de utilidad de un productor  es  , donde “ x” y “y”  representan  el dinero y el trabajo respectivamente. 
a) Hallar los valores de x, y que maximizan la ganancia del productor.
b) Calcular la utilidad marginal del dinero cuando la utilidad es máxima.

47. 

El fabricante de un juguete ha determinado que su función de producción es  , donde x es el número de horas de trabajo por semana y y es el capital (expresado en cientos de dólares por semana) requerido para una producción semanal P.
1. Determine la función de productividad marginal respecto a y.
1. Evalúe el resultado para x=400 y y=16.
1. Interprete el resultado obtenido.

48. 
En la función de costos conjuntos    donde x y representan la cantidad de unidades a producir de los productos X y Y.
1. Calcule el costo marginal respecto a y. 
1. Evalúe este costo marginal para x=40 y y=60.
1. Interprete el resultado obtenido.

49. 


Para surtir una orden de 200 unidades de su producto una empresa desea distribuir la producción en sus dos plantas, la planta 1 y 2. La función de costo total está dada por  donde  y son los números de unidades producidas en las plantas 1 y 2 respectivamente. Cómo debe distribuirse la producción para minimizar los costos.  

50. La producción de determinada industria se comporta según:  , donde v1 es la fuerza de trabajo y v2 los medios básicos.
a)¿Cómo se comporta la producción ante incrementos en el factor v2 a partir de v1=10  y v2=20?. Justifique.
b) Determinar la elasticidad parcial con respecto a la fuerza de trabajo.

51. Se sabe que el empleo de x horas de trabajo en y ha de terreno produce:
q = 2(12xy – 5x2- 4y2) kilogramos de trigo.
a) Hallar las productividades marginales de ambos factores en el punto (4;10) y analizar los resultados.
b) Determinar la elasticidad parcial con respecto a las horas de trabajo. 

52. Una empresa produce 2 tipos distintos A y B de un bien. El costo diario de producción de producir “x” unidades de A y “y” unidades de B es:


Supongamos que la empresa vende toda su producción a un precio unitario de 15 pesos para el tipo A y 9 pesos para el tipo B. Hallar los niveles de producción de x e y que maximicen el beneficio ¿Cuál es el beneficio máximo?

53. 





Un fabricante produce dos productos, la demanda de estos está caracterizada por las siguientes funciones de demanda:  y , donde  y  son el precio de los productos 1 y 2 respectivamente,  y el número de unidades demandadas. 
1. Determine el precio que la compañía debe cobrar por cada uno de los productos con el fin de maximizar los ingresos totales a partir de la venta de los productos. 

54. 





Una compañía vende dos productos. Si las funciones de demanda para cada uno de ellas es:      y    , donde   y  son  los precios unitarios (dados en dólares) de los productos,  y  la demanda (en miles de unidades).
1. Determine el precio que debe cobrarse por cada uno de los productos con el fin de maximizar el ingreso total.






55. Supongamos que una empresa con una función de costo total dada por  siendo  y  la cantidad que se produce de un artículo en los mercados 1 y 2 respectivamente,  los precios en cada mercado están dados por   y  Calcular la producción total de la empresa para obtener el máximo de ganancia.

56. Sea P una funcion de producción dada por P = f(l,k) = 0.54l2 - 0.02l3 + 1.89k2 - 0.09k3 donde l y k son las  cantidades de trabajo y capital respectivamente y P es la cantidad producida. Encontrar los valores de l y k que maximizan P.

57. 
Suponga que  es una función de producción para una empresa. Encuentre las cantidades de entrada l y k que maximizan la producción P.

58. 


Para los productos A y B la función de costos conjuntos es  y las funciones  de demanda son  y . 
a) Encuentre los valores d e pA  y pB que maximicen la utilidad.
b) Cuáles son las cantidades de A y B que corresponden a esos precios.
c) Cuál es la utilidad.

59. 
Para surtir una orden de 100 unidades de su producto, una empresa desea distribuir la producción entre sus dos plantas, la planta 1 y 2 la función de costo total está dada por  donde q1  y q2 son los números de unidades producidas en las plantas 1 y 2 respectivamente. Como debe distribuirse la producción para minimizar los costos.

60. 
La función de producción de una empresa es . Encuentre la producción máxima posible.

61. Determine la máxima utilidad empresarial si la función de producción es
        Z = 20 - x2 +10x - 2y2 + 24y , los precios de los insumos x , y, son 2 y 1 respectivamente, y el precio unitario del producto Z es 5.

62. Las funciones de IT   y  CT   de una empresa en competencia perfecta son
         IT = 4 q 1  + 8 q 2  y  CT =  q12 +2 q1 q2 + 3 q22 + 2  respectivamente. Halle el nivel de producción de cada producto que maximice la utilidad y su valor máximo.

63. Una lata cilíndrica tiene radio r y altura h. Si el material con que se produce tiene un costo de $2 por unidad de área, exprese el costo de la lata, C, como una función de r y h.

64. En el ejercicio anterior, encuentre una expresión para C que incluya el costo de unir los dos extremos de la superficie curveada de la lata. Este costo es de $0.40 por unidad de longitud de cada extremo.

65. Un tanque rectangular abierto debe construirse de modo que albergue 100 pies cúbicos de agua. Los costos del material son de $5 por pie cuadrado en la base y de $3 por pie cuadrado en las paredes verticales. Si C denota el costo total (en dólares), determine C como función de las dimensiones de la base.

66. Repita el ejercicio anterior si el tanque abierto es de forma cilíndrica.


67. Se lanza un nuevo producto al mercado. El volumen de ventas x se incrementa como una función del tiempo t y depende también de la cantidad A gastada en la campaña publicitaria. Si, con t medido en meses y A en dólares,
                              
                          x=f(t,A) = 200(5 – e-0.002A)(1 – e-t)

calcule ft  y fA. Evalúe estas derivadas cuando t = 1 y A = 400 e interprétalas.

68. La función de producción de cierta empresa está dada por 
                  P = 5L + 2L2 + 3LK + 8K + 3K2
en donde L es el insumo mano de obra medido en miles de horas-hombre por semana, K es el monto de capital invertido medido en miles de dólares por semana y P es la producción semanal en miles de artículos. Determine las productividades marginales cuando L = 5 y K = 12 e interprete económicamente el resultado.

69. Las demandas xA y xB de los productos A y B están dadas por las funciones
                   xA = 300 + 5pB _ 7p2A  y xB = 250 - 9pB + 2pA 
en donde pA y pB son los precios unitarios de A y B, respectivamente. Determine las cuatro funciones de demanda marginal e investigue si los productos A y B son competitivos o complementarios entre sí.

70. En el caso de las siguientes funciones de producción P(L, K), determine las productividades marginales para los valores dados de L y K.

[image: ]

71. Considere las siguientes funciones de demanda para los dos productos A y B, determine las cuatro funciones de demanda marginal e investigue si los productos A y B son competitivos o complementarios.

[image: ]
                            [image: ]
72. En el caso de las siguientes funciones de demanda del producto A, determine     y     en los niveles de precio dados para los dos productos relacionados A y B.

[image: ]
73. La función de costo total de un monopolista es C(Q) = 10 Q + 6  donde Q = Q1 + Q2 . Las funciones de demanda en cada uno de sus mercados son P1 = 50 - 5 Q1   y  P 2 = 30 - 2 Q2  respectivamente. Halle la producción que maximiza la utilidad en cada mercado, el precio que pondrá en cada mercado, y su utilidad total.

74. Si 
0. 


Calcule las elasticidades parciales de  con respecto a  y con respecto a 
0. Evalúe las elasticidades anteriores en el punto (1 ; 2)
0. Clasifique las elasticidades parciales de z con respecto a cada variable
75. 




Sea  la función de demanda del bien 1 en un mercado con otro bien 2. Suponga que los precios actuales de los bienes 1 y 2 son  , . Halle la elasticidad parcial de la demanda con respecto a “”  y “”  y clasifíquelas.
76. 




Considere la función de producción   con  ,   positivos. Si se produce una variación de “”  del uno por ciento siendo “”  fija, ¿cuál por ciento de variación de Q se producirá? Justifique.

77. La ganancia de una tienda que vende dos tipos de artículos A y B es  


         donde “” es el precio del artículo A y 

        “”  es el precio del artículo B en centavos. ¿Qué precio debe ponerse a cada artículo 
         para que la ganancia sea máxima?
78. 
Halle si existen los extremos de 
79. 






Una empresa tiene una función de producción  donde  ,  representan las cantidades de los insumos o factores de producción y  es el producto. Los precios unitarios son respectivamente  ,  , . Hallar las cantidades de los insumos que maximizan la ganancia.

80. 


Una fábrica de bates para jugar pelota tiene como función de producción   donde ,  son factores de producción (fuerza de trabajo y medios de producción respectivamente). Halle las cantidades de los factores que maximizan la producción.
81. 
Determine los extremos relativos de la función 
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