CAPITULO 4 Matematica Numérica, 2da Edicion
Manuel Alvarez, Alfredo Guerra, Rogelio Lau

APROXIMACION DE FUNCIONES
Objetivos
Al finalizar el estudio y la ejercitacion de este capitulo, el lector debe ser capaz de:

e  Describir el problema general de la aproximacion de funciones y, como casos particulares,
los problemas de interpolacion y de ajuste de curvas.

e  Distinguir entre un problema que debe ser resuelto por interpolacion y otro que corresponde
al ajuste de curvas.

e  Establecer la relacion entre el grado de un polinomio interpolador y la cantidad de nodos de
interpolacion de manera que dicho polinomio exista y sea unico.

e  Explicar el concepto de error de interpolacion y acotarlo haciendo uso de la formula
correspondiente.

e  Hallar valores interpolados o el polinomio interpolador utilizando cualquiera de los métodos:
Lagrange y Diferencias Divididas de Newton.

e  Utilizar la interpolacion polinomial para resolver problemas concretos.
e  Explicar el concepto de funcion spline.

e  Explicar en que consiste el caracter local de la interpolacion polinomial y el caracter global
de la interpolacion mediante splines.

e  Explicar la relacion entre las diferencias divididas y las derivadas y emplear esta relacion
para determinar el caracter polinomial de un conjunto de datos.

e  Explicar las caracteristicas de los splines cubicos natural, anclado y periodico.

e  Plantear los sistemas de ecuaciones lineales necesarios para calcular splines cubicos de
interpolacion de los tipos estudiados y para hallar curvas paramétricas abiertas y cerradas
que pasen por puntos especificos del plano coordenado.

e Deducir el sistema normal de ecuaciones para ajustar un modelo lineal a un conjunto
de datos.

e Ajustar modelos lineales a conjuntos de datos para resolver problemas aplicados.

e Ajustar modelos no lineales en casos en que el modelo sea linealizable o se pueda
resolver numéricamente de manera simple.

e  Describir mediante seudo codigo cualquiera de los algoritmos estudiados en este
capitulo.

4.1 Introduccion

El problema de la aproximacion funcional

En este capitulo se estudiaran algunas técnicas para resolver el siguiente tipo de problema: hallar
la expresion analitica de una funcion g(x) que sirva para aproximar a otra funcidn f{x) para x en
algun intervalo [a, b].
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Problemas como este aparecen en la teoria y en la practica con gran frecuencia; a veces porque no
se conoce una expresion analitica para la funcion f{x), sino valores aislados f(x,), f(x,), ..., fix,) de
la misma y se necesita disponer de una expresion analitica que permita, aunque sea de manera
aproximada, poder evaluar la funcidn en otros valores de x; en otras ocasiones el algoritmo
algebraico para calcular f{x), aunque se conoce, resulta tan complicado que se prefiere hallar una
funcién g(x) de una clase mas simple y utilizarla en lugar de f{x), aun sabiendo que se esta
incurriendo en un error. En los ejemplos que siguen se ilustran varias situaciones tipicas.

Ejemplo 1

La funcion I' (gamma) se utiliza en el calculo de algunas integrales impropias que se presentan,
por ejemplo, al resolver ecuaciones diferenciales mediante la transformada de Laplace. Esta
funcion se define mediante la expresion:

T(a)= J' e x'dx  paraa>0 (1)
0
a I'(a) a I'(a) a [(a)
1,00 1,00000 1,35 0,89115 1,70 0,90865
1,05 0,97350 140 0,88726 1,75 0,91906
1,10 0,95135 145 0,88565 1,80 0,93138
1,15 0,93304 1,50 0,88623 1,85 0,94561
120 0091817 1,55 0,88887 1,90 0,96177
1,25 0,90640 1,60  0,89352 1,95 097988
130 0.89747 165  0.90012 2.00  1.00000
Tabla 1

Salvo para valores enteros de a, la integral (1) es muy dificil de evaluar. En muchos manuales se
ofrecen valores de la funcion I'(a) para a € [1, 2] como se muestra en la tabla 1. Para valores de a
fuera de este intervalo se aplica la formula:

I'a+1)=al(a)
Si se desea obtener I'(a) para algliin a entre 1 y 2 que no aparezca en la tabla, es preferible, en
lugar de utilizar la integral impropia (1) que define a la funcion, determinar una funcion simple g
(por ejemplo, un polinomio entero) que en un entorno de a se aproxime a ['(a) y, entonces, hallar
g(a).
Ejemplo 2
Con el objetivo de encontrar una relacion entre el peso y la talla de un determinado sector

poblacional, se selecciona al azar una muestra de 100 individuos del grupo y se obtiene para cada
persona i, su peso (p;) y su estatura (#;). Al representar estas mediciones en un sistema de ejes p-t,
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se obtiene un diagrama de puntos como el que se muestra en la figura 1. Se desea hallar una
formula que permita establecer una relacion entre el peso p y la talla ¢ de los individuos del grupo.

AP
Peso (kg)
... e :..
PY [ J ° [ N J ...
o’ .o..’. ° °:°.
° [ ]
o:o.: o.:...o..o o’
° o :. e o °
° ® o
e @ o
L) o.

Estatura (cm) ¢

Figura 1

Ejemplo 3

Para producir en un torno de mando numérico una pieza con el perfil longitudinal que se muestra
en la figura 2, es necesario obtener una funcién simple (de modo que pueda ser evaluada en un
tiempo muy breve) que describa el contorno de la pieza. Esta funcion servira para fijar la posicion
de la cuchilla del torno en cada instante. Algunas dimensiones, marcadas en la figura en
milimetros, deberan ser respetadas y el perfil de la pieza debe ser una curva suave.

Figura 2
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Ejemplo 4

En un laboratorio se esta analizando la resistencia de las barras de acero corrugadas de 12 mm
para la construccion. Para ello se someten 10 muestras de la misma longitud a grandes esfuerzos
de tension y se mide la deformacion sufrida. Los resultados se muestran en la tabla 2 y en la
figura 3 se han representado en un plano 7-s.

T (tension)

. 5,1 7,7 10,8 13,2 15,6 18,1 22,2 239 263 275
kilonewton

s (deformacion)ly 10 17 024 030 036 040 053 070 085 103

milimetro
Tabla 2
A 7 (KN)
30T
_______________________________________________________ ..
---------------------------------------------- . |
25+ : :
—————————————————————————————————————— ’ ! !
———————————————————————————— - ! : :
20 + : !
————————————————————— . : ! ! !
R S T | | i |
---------------- L ! ' | |
————————————— e | ' i E : :
107 AR : : | |
--------- SR ! i : :
R T
S U S S S RO S
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 3mm)

Figura 3
Se quiere hallar un modelo lineal
T=a,+as
y otro cuadratico: T =by+bs+bys’

para representar el comportamiento de este material para tensiones en el rango de 0 a 30
kilonewton.
[

En los cuatro ejemplos mostrados se ha intentado cubrir la mayor variedad de situaciones. Asi, en
el ejemplo 1, existe una expresion analitica para determinar I'(a) para todo a positivo, mientras en
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los demas ejemplos no existe una formula que relacione a las variables. En el ejemplo 2 la
relacion entre peso y talla sera de un tipo estadistico, ya que el peso de un individuo no es una
funcion unicamente de su estatura; de lo que se trata realmente es de hallar una relacion
matematica entre la estatura de una persona y el valor esperado o valor medio del peso de todas
las personas que poseen esa talla. En el ejemplo 4 existe también una componente aleatoria
significativa, ya que en la medicion de T’y de s estaran presentes errores inevitables y, ademas,
porque es imposible lograr que todas las muestras tomadas sean idénticas. En el ejemplo 3, puede
suponerse que los valores dados en el esquema son exactos, y en esto hay una gran semejanza con
el ejemplo 1; en el ejemplo3, sin embargo, la necesidad de que la expresion matematica que
describa al perfil sea simple y su representacion grafica sea una curva suave, impone requisitos
dificiles de satisfacer. Los ejemplos 1 y 3 son situaciones tipicas de problemas de interpolacion,
mientras que el 2 y el 4 representan casos en que la solucion se logra mediante técnicas de ajuste
de funciones. Estos son los dos tipos de enfoque que se estudiaran en el resto del capitulo.

Conceptos basicos

Si se conocen los valores que toma la funcion f{x) en los n + 1 puntos diferentes x, xi,..., x,, €l
problema de interpolacion consiste en hallar una funcion g(x) cuyos valores puedan ser
calculados para cualquier x en un intervalo que contiene a xo, x,..., X,, d¢ manera que:

g(xo) = flxo)
g(x1) .:f(xl)

g(6,) = fix,)

Los ntimeros xy, x1,..., X, suelen llamarse puntos o nodos de interpolacion. Si x no es un nodo de
interpolacion, al numero real g(x) se le llama valor interpolado. Con frecuencia se utiliza la frase
valor extrapolado para referirse a g(x) cuando x es mayor que el mayor nodo de interpolacion o
menor que el menor de ellos. La funcién g(x) se denomina funcion interpoladora y debe ser lo
suficientemente simple como para que resulte facil y rapido evaluarla en los puntos deseados; por
esta razon, lo mas usual es utilizar polinomios de grado pequefio con este fin.

AY

X0 X1 X4 X5 X3 X2 X

Figura 1
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La figura 1 ilustra geométricamente los conceptos anteriores para el caso de una funcion f{x) con
seis nodos de interpolacion que aparece representada en linea de puntos para indicar que sus
valores son desconocidos salvo para los puntos xg, X1, X2, X3, X4 ¥ X5, que es la situacion mas
frecuente. Notese que la funcion interpoladora g(x) coincide con la funcion interpolada f{x) en los
nodos de interpolacion, lo cual significa que sus graficas se cortan en los puntos (x;, f(x;)), i =0, 1,
2, 3,4, 5. Note que los nodos de interpolacién tienen que ser diferentes pero no es obligatorio que
estén ordenados.

A la diferencia entre la funcion interpolada y la interpoladora se le llama error de interpolacion y
se denota R(x), es decir:

R(x) = error(g(x)) = fix) — g(x)

El error de interpolacion depende de x; es cero si x es un nodo de interpolacion y, por lo general,
aumenta a medida que x estd mas distante de los nodos. En particular, el error de interpolacion
suele ser mucho mayor (en valor absoluto) en los casos de extrapolacion que de interpolacion.

4.2 Interpolacion polinomial

Cuando la funcién interpoladora es un polinomio, la interpolacion se llama polinomial. Si se
supone conocido el conjunto {xo, x1,..., x,} de nodos de interpolacion, para los cuales se conocen
las imagenes de la funcion f;

yi =fx)) i=0,1,...n
existen tres problemas fundamentales relacionados con la interpolacion polindomica:

a) Existencia: (Hay algun polinomio p(x) tal que p(x;) = y;parai=0, 1, ..., n?
b) Unicidad: Si tal polinomio existe, /sera tinico?
¢) Construccion: Si existe el polinomio interpolador y es unico, ;,como hallarlo?

El teorema que sigue resuelve definitivamente los dos primeros problemas. El tercero tiene varias
soluciones, pues, aunque se trata no solo de hallar el polinomio interpolador, sino de hacerlo de
un modo eficiente, para esto existe una gran cantidad de enfoques de los cuales en este capitulo se
veran algunos de los mas importantes.

Existencia y unicidad del polinomio interpolador

Teorema 1

Sean n + 1 nimeros reales diferentes xg, xi,..., X, y f una funcién que toma valores y, = f{xo),
1 =flx1), ... Yu =f(x,). Entonces existe uno y solo un polinomio p de grado menor o igual que n
tal que:

P(xo0) = Yo
px) =n (1)
(%) - Vn
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Demostracion:
Cualquier polinomio de grado menor o igual que # se puede representar como:
p(x)=a, +ax+ax* +-+a,x" )

Hay que probar que existe uno y solo un juego de coeficientes ay, a,..., a, que den lugar a un
polinomio que satisface las condiciones (1). Esto es:
— 2 n _
P(x) = ay +ay Xy + Xy +--+a,X; =y,

2
p(x)=ay +ax, +ax; ++a,x =y 3)

_ 2 no_
P(xn)—ao +a1xn +aZ‘xn +”'+anxn _yn

Este sistema de ecuaciones se puede expresar en forma matricial como:

2 n

1 xo x5 - X5 | |4 Yo
2 n
I x x - X a, »
2 n _
I x, x5 - x5 |"|a|=|)
1 x x> - x'||a y
L n n 0| L7n_| LS n |

El determinante de la matriz de este sistema se llama determinante de Vandermonde y sera
designado por V,+;. Es decir:

2 n
I x, x X,
2 n
1 x x X
— 2 n
Via =l x, x5 - Xxj
2 n
I x, x, X,

Aplicando el principio de induccidon completa, se prueba facilmente que, si los nimeros x; (i =0,
1, 2,..., n) son distintos, entonces V. no es nulo. En efecto:

X

v, =x—%,#0

1 x
Si se supone que ¥, no es cero, se llega a que V,+; tampoco lo es. Para ello, se realizan sobre el
determinante V,,;; las siguientes operaciones (en ese orden), ninguna de las cuales altera el valor

del determinante:

Restar a la columna # +1, la columna » multiplicada por x
Restar a la columna #, la columna n —1 multiplicada por x,

Restar a la columna 1, la columna 2 multiplicada por x
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Con esto se logra anular todos los elementos de la fila 1 excepto el primero. Se obtiene:

1 0 0 0

2_

n n—1
I X —=xp X\ =X - X — XX

_ 2 n n-1
Via =l Xp=Xp X3 —=XpXy -+ X3 —XoX,

n—1
n

2
1 x,—x, X, —Xx,x

n
n xn - xO‘x

n

Desarrollando por menores a V., respecto a la primera fila:

2 n n—1
Xy =X Xy T XXy X T XX

2 n n—1
Vo= Xy =Xy Xy —XpXy ot Xy T XX,
1= . . .

n+

2 n n—1
X, =Xy X, —XpX X, —XoX,

n n

Extrayendo factores comunes en los elementos de las columnas 2, 3, ..., n:

1
X=Xy X0 =x)) X (g —Xp)
-1
% _ %2 7% Xy (X =Xg) x5 (X —X)
n+l — . . .
-1
xn _'x0 xn(xn _xo) XZ ('xn _xO)

Ahora se puede extraer de la primera fila el factor (x; —x,), de la segunda fila (x, —x,),
etcétera, para obtener:

1 x X

1 x, X
Vin :(xl_xo)(xz_xo)“'(xn_xo): . :

1 x X

Como todos los binomios que aparecen multiplicando al determinante son no nulos (los nodos de
interpolacion son diferentes) y el determinante de la derecha es V,,, que se ha supuesto no nulo,
resulta que:

Vn+1 * 0

El hecho de que V,, # 0 = V,+; # 0 junto a la certeza de que V, # 0, prueban que para todo n > 2 es
V, # 0 siempre que los nodos sean diferentes. De aqui resulta que el sistema (3) admite solucion
Unica y esto prueba el teorema.

[

Es importante notar que, para garantizar la existencia y la unicidad del polinomio interpolador, el
teorema exige una relacion precisa entre el nimero de nodos y el grado del polinomio: si hay
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n + 1 nodos entonces el grado del polinomio sera n o menor, pues algunos de los coeficientes
pudieran ser cero. Obsérvese que un polinomio de grado n posee n + 1 coeficientes: ay, a1,..., a, .
De no cumplirse esta relacion, pueden fallar la existencia o la unicidad. Esto se demuestra en los
ejemplos que siguen.

Ejemplo 1

Pruebe que para tres nodos de interpolacion no puede asegurarse la existencia de un polinomio
interpolador con grado menor o igual que 1.

Solucién:

Basta hallar un ejemplo para probar la proposicién. Sean:

x=1 yo=flx)=1

x1=2 y1=fx))=3

=3 m=flx)=1
los nodos de interpolacion y los respectivos valores de la funcion interpolada. Sea

px)=a,+ aix

un polinomio de grado menor o igual que uno. Como la grafica de todo polinomio de este tipo es
una linea recta y los tres puntos (xo, yo), (x1, y1) ¥ (x2, ¥2) no estan alineados, es obvio que ningiin
polinomio de grado menor o igual que uno puede interpolar estos valores.

Ejemplo 2

Probar que para dos nodos de interpolacién no puede asegurarse la unicidad del polinomio
interpolador de grado menor o igual que dos.

Solucion:
Es suficiente con dar un ejemplo para demostrar la proposicion. Sean

xo=1 yo=fx))=3
x1=2 y=fx)=4

los dos nodos con sus correspondientes imagenes. Sea el polinomio interpolador
2
px)=a,+ aix + ax

Hay que satisfacer las condiciones:

2
P(Xo) =ag +a,xy + ayx; =y,

2
p(x) =ay+ax; +ax; =y

esto es: a,+a +a,=3
ay,+2a,+4a,=4
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que es un sistema de rango 2 con 3 incognitas, que posee, por tanto, infinitas soluciones, cada una
de las cuales representa a un polinomio de grado menor o igual a dos. Geométricamente, estos
polinomios corresponden a las infinitas parabolas de eje vertical que pasan por los puntos (1, 3) y
(2,4).

[

A partir del teorema de existencia y unicidad y de los dos ejemplos mostrados, si se denota por P,
la familia de todos los polinomios con grado menor o igual que m, puede concluirse que:

Dados n + 1 nodos de interpolacion diferentes: x,
X1,..., X, de una funcion f, entonces:

Sim<n No puede asegurarse que en P,, exista
algtin polinomio que interpole la funcion.

Sim>n En P, existen infinitos polinomios que
interpolan la funcion

Sim =n Existe en P, uno y solo un polinomio que
interpola la funcion.

En todo lo que sigue, siempre que se tengan # +1 nodos de interpolacidn, se sobreentendera como
polinomio interpolador aquel de grado menor o igual que x.

Error del polinomio interpolador
Cuando la funcion g(x) interpoladora es un polinomio, el error de interpolacion
R(x) = flx) — g(x)
puede expresarse mediante una formula muy interesante. Sea f{x) la funcion interpolada,

X0, X1,-.., X, los nodos de interpolacion y p(x) el polinomio interpolador. El error de interpolacion
es una funcion de x definida por:

R(x) = fix) — p(x)

y como el polinomio interpolar coincide con f{x) en los nodos de interpolacion, es evidente que:
R(x)=0 para i=0,1,2,.,n

Como la funcién k(x—=x))(x—x)---(x—x,)

también se anula en estos mismos valores, independientemente del coeficiente £, resulta
interesante estudiar la diferencia entre ambas funciones. Considérese entonces la funcion:

F(x) = R(x) = k(x = xo)(x = x,) -+ (x = x,) 4)

Es obvio que F(x)=0 para i=0,1,2,..,n

232



Supdngase que se quiere investigar el error de interpolacion para un valor x* que no es un nodo
de interpolacion. Evaluando para x = x* la funcion (4):

F(x%) = R(x*) =k (x* =20 )(x * =) -+ (x ¥ =x,,) )

Como ninguno de los factores (x* —x;) es cero, el producto (x*—x,)(x*—x,)---(x*—x,) tampoco
lo puede ser, asi que es posible encontrar un valor de k que para el cual:

Fx®) =0

Por supuesto, este valor de £ depende de x*. Dando a k este valor, la funcion F(x) posee n + 2
CEIOS: X0, X1,... Xp ¥ X¥.

Si se supone que f'es derivable n + 1 veces en un intervalo / que incluya a todos los nodos de
interpolacion y al valor x*, la funcion F también lo sera ya que:

F(x)=f(x) = p(x) = k(x =X )(x = x;) - (x = x,,) (6)

y, aparte de f{(x), el resto de las funciones que intervienen en su definicién son polinomios, los
cuales son infinitamente derivables.

Como se recordara del curso de Célculo de una variable, el teorema de Rolle garantiza que si una
funcidén derivable en un intervalo cerrado toma en ambos extremos del intervalo el mismo valor,
entonces su derivada se anula en algin punto de ese intervalo. Como F{(x) es derivable y toma el
mismo valor (cero) en por lo menos # + 2 puntos de /, entonces su derivada se anulard al menos
una vez entre cada dos de estos puntos; esto es:

F'(x) posee al menos n + 1 ceros en /

Con razonamientos similares se llega sucesivamente a las siguientes conclusiones:

F"(x) posee al menos n ceros en /
F"(x) posee al menos n — 1 ceros en [

F(’;”)(x) posee al menos 1 cero en /
Si a este cero se le asigna la letra ¢, se ha probado que existe al menos un nimero ¢ en / tal que:
F"D()=0
Por otra parte, derivando n + 1 veces en ambos miembros de la ecuacion (6):
FUD (@)= £ () = p"* ()= kD" [ = x0)(x =)+ (x = x,)]

Ahora bien, como p(x) es un polinomio de grado menor o igual que #, su derivada de orden n + 1
es cero para todo x. La funcion (x—x,)(x—x,)---(x—x,) es un polinomio de grado n + 1 cuyo
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término de mayor grado es x" ', asi que su derivada de orden n + 1 es la constante (n + 1)!. De
todo esto resulta:

FUD(x)y= OV (x)—k(n+1)!
Evaluando para x = c:

FU" V()= f"D(e)=k(n+1)!=0

(n+1)
. c
despejando £: k= ST
(n+1)!
Resumiendo: si x* no es un nodo de interpolacion, puede asegurarse la existencia en / de un valor
c tal que, de acuerdo con la ecuacion (5):

F(X*):R(X*)_%(x*_XO)(X*_XI)"'(X*_xn) =0

(n+1)
esto es: R(x*)=ﬁ(x*—xo)(x*—xl)'-~(x*—xn)

La deduccioén anterior es valida si x* no es un nodo de interpolacion. Sin embargo, la expresion
obtenida también resulta cierta cuando x* es alguno de los nodos, ya que entonces la formula se
reduciria a:

R(x;)=0 para i=0,1,2,..,n

lo cual es un hecho conocido. Puede entonces permitirse que x* sea cualquier nimero real. Por la
importancia de esta conclusion sera establecida como un teorema:

Teorema 2

Si f{x) es derivable n + 1 veces en un intervalo cerrado / que incluye a los nodos de interpolacion
X0, X1,.--» X, del polinomio interpolador p(x) y al nimero x, entonces existe en / al menos un valor
c tal que el error de interpolacion en x es:

R(X)=%(X—xo)(x—xl)--~(x—xn) (7

Es conveniente destacar acerca de esta importante formula algunos aspectos que pudieran pasar
inadvertidos:

e Acerca del nimero ¢ solo puede asegurarse su existencia en el intervalo / pero no su valor
preciso.

e  Sixesunnodo de interpolacion, alguno de los binomios que contiene la expresion (7) se
anula, sin importar que valor tome ¢ y se obtiene R(x) = 0.

e El valor de ¢ depende de la funcidn f{x), de la ubicacion de los nodos de interpolacion y del
valor x en el cual se interpole.
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e Elfactor (x—x,)(x—x)---(x—x,) se anula en los nodos de interpolacion y tiende hacia

infinito cuando x tiende hacia infinito. Esto explica por qué, cuando el punto de
interpolacion estd cerca de un nodo, el error de interpolacion suele ser pequeio y por qué en
el caso de la extrapolacion, el error se hace, por regla general, muy grande.

e  Sise puede hallar una cota de la funcion ‘ VAR (x)‘ para x € I, la formula (7) brinda una cota

para el error absoluto de interpolacion, pues:

Si ‘f("“)(x)‘ < M parax € I, entonces: |R(x)|£ (x=x)(x—x,)-(x—x,)

(n+1)!
Ejemplo 3

Dada la funcion f(x) = sen x, obtenga su polinomio de interpolacion para los nodos xo =0, x, =%
y X, =7 y dé una cota del error de interpolacion para 0 < x <7 . Con estos resultados, estime el

valor de sen( ¢ ).

Solucioén:

Yo=/S(x)=sen0=0

¥ = (%)= sen ¥ = %

¥ =f(x,) = sen 7 =1
Polinomio de interpolacion: p(x)=ax’ +bx+c
Luego: p(x)=p0)=c=0

p(x)=p=aG) +b(F)+c= g
p) = (&) =a(@’ +b(E) +c =1
de donde c =0 vy:
a(3)* +b(5) = %
a(%)’ +b(%) =1
Resolviendo el sistema: a =—0,335749 y b=1,164013
Resulta: p(x) =—0,335749x* +1,164013x
Como la funcién f{x) = sen x es derivable indefinidamente y

P (x)=—cosx

se puede acotar esta derivada: ‘ s (x)‘ <1
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y con esto acotar también el error de interpolacion

|R(x)| < (nAfl)! (x=x)(x—=x)-(x—x,) =%(x —Xy)(x—x)(x—x,)
IR(x)| < %x(x -H(x-%)
en particular, parax = £ : p(E)= —0,335749(%)2 +1,164013(%) =0,5174
o)< glec-G-] - 00239
De aqui: sen(¢)=0,5174 + 0,0239

Como se sabe, el valor exacto de sen (%) es 0,5y, por tanto, el verdadero error de interpolacion es
0,0174, de manera que la cota 0,0239 resulta algo conservadora.

La figura 1 muestra las graficas de f{x) = sen x y del polinomio p(x)=-0,335749x* +1,164013x
en el intervalo [0, 7 ]. Obsérvese la similitud de ambas gréficas asi como su coincidencia en los

nodos de interpolacion. Notese también la gran discrepancia de ambas funciones para valores de x
fuera del intervalo de interpolacion.

Polinormo mterpolador

Funcion interpolada

-8.5 a.5 1 1.5 2 2.5 3
Intervalo de mterpolacitn

Figura 1
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4.3 El método de Lagrange

El procedimiento seguido en el ejemplo anterior (ejemplo3 de la seccidon 4.2) para determinar el
polinomio de interpolacion requiere la resolucion de un sistema lineal de ecuaciones de orden

n + 1. Esta via es poco eficiente para hallar el polinomio de interpolacion pero lo es aun menos si
lo que se desea es solamente hallar el valor interpolado para una x especifica y no interesa obtener
el polinomio p(x).

El método de Lagrange brinda un algoritmo eficiente para hallar el polinomio interpolador pero,
ademas, permite encontrar el valor interpolado para una x especifica sin necesidad de hallar la
expresion analitica del polinomio interpolador.

Sean xo, x1,..., X,, 7+ 1 nodos de interpolacion diferentes y f{x) la funcidn a interpolar. Sean

yi=fx) i=0,1,2,...,n

los valores de f'en los nodos. El método de Lagrange consiste en encontrar # + 1 polinomios
basicos de grado n:

Lo(x), Li(x), ..., L,(x)

que satisfagan las siguientes condiciones:

Lo(xo) =1 Li(xo) =0 Ly(x0) =0 L,(x0) =0
Lo(x1)=0 Li(x))=1 Ly(x))=0 L,(x))=0
Lo(?fz) =0 Ll(?fz) =0 Lz(?fz) =1 Ln(?fz) =0
L) =0 L)=0  Lw)=0 -~ L=

Como se vera enseguida, es muy facil construir estos polinomios basicos; una vez obtenidos, el
polinomio:

Pp(x) = yoLo(x) + y1Li(x) + -+ + y,L,(x) (1)

cumple las condiciones:

P(x0) = yoLo(xo) + yiLi(xo) + -+ + y,L,(x0) = yor 1+ y-0+ - +3,:0 =y
pex1) = yoLo(x1) + yili(xr) + -+ +y,Lu(x1) = yo 0t yrrl + - +3,0=y

Ppxa) = yoLo(xy) + yiLi(x,) + -+ + yuln(x,) = o0+ y: 0+ - +y, 1=y,

Ademas, como p(x) es una combinacion lineal de polinomios de grado # su grado serd menor o
igual que n y es, por tanto, el polinomio de interpolacion buscado.

Para hallar el polinomio basico L{(x), i =0, 1, 2, ..., n, ndtese que el mismo posee # ceros:
X0y X1y eeey Xicly Xitly eeey Xp

o sea, cada nodo de interpolacion excepto x; es un cero de L;(x), por tanto:

L;(x) = K(x = x0)(x = x; )+ (=2, )X = X5) - (X = X, ) 2
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donde K es un coeficiente aun por determinar. Como se debe cumplir que L(x;) = 1, el valor de K

se hallara de modo que esta condicion se satisfaga. De aqui resulta:
L (x;) = K(x; = x0 )0 = x;) -+ (X = x, )0 = X)) -+ (x; —x, ) =1

Despejando K:
1

B (o = x0)(x; = x) === (% = X, ) = X)) -+ (% — x,,)

y sustituyendo esta expresion para K en la ecuacion (2):

L(x)= (x=x)(x=x) - (x—x Dx=x,) - (x=x,) i=0,1,2, ..n

- (o =20 )(o; =27+ (X = X, (X = X))+ (X = X,0)

Ejemplo 1
De la funcion f{x) se conoce que: 1) =2, fi2)=3 y f[4)=1.
a) Halle el polinomio interpolador p(x) correspondiente a estos nodos.

b) Halle directamente p(2,5) sin utilizar p(x).

Solucién:

a) Como se tienen tres nodos de interpolacion, el grado del polinomio interpolador sera menor
o igual que 2. Para hallar p(x) primero es necesario calcular los tres polinomios de segundo

grado Lo(x), L1(x) y La(x).

_ mx)r-x) (=) =4
LO(X)_(xo_xl)(xo_xz)_ (1-2)1-4) _3(x =

_ (x=x)(x—xy) _(x_l)(x_4)__L _ _
LI(X)_(xl_xo)(xl_xz)_(z_l)(2_4)_ P9

C (rmx)rmx) (=Dx=2)
L= (x, = %) (6, —x;)  (4-1)(4-2) (= D0=2)

Es facil comprobar que:

Lo(1) =1 Ly(1)=0 Ly(1)=0
Ly(2)=0 Li(2)=1 Ly(2)=0
Ly(4) =0 Li#=0 L#H=1

El polinomio interpolador es:

Px) = yoLo(x) + y1Li(x) + y2La(x)

donde yy =2, y; = 3, y, = 1. De esto resulta:
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p(x)= 2'%()6—2)()6—4)+3'(—%)(x—l)(x—4)+1-%(x—l)(x—2)
p(x)= —%xz +3x—-1

Véase que, efectivamente: px)=p)=-3+3-1=2=y,
()= p(2)=—2-4+3.2-1=3=),
P)= p)==2-16+3-4-L=1=,

b) Para hallar p(2,5) bastaria con evaluar el polinomio del inciso a). Sin embargo puede
calcularse p(2,5) sin tener que encontrar previamente p(x). Esta forma de proceder tiene la
ventaja de que no es necesario realizar operaciones algebraicas, sino que todo el calculo es
puramente con nimeros. Todo lo que se requiere es tomar x = 2,5 desde un principio.

2,5-x)2,5-x,) _ (2,5-2)2,5-4) _
(xg = x)(xp — X,) (1-2)1-4)

Ly(2,5)= -0,25

L5 B5TRQS =) RS-DRS-4) _ )

(x; = x0)(x; —x,) 2-D2-4

(2,5-x)(2,5-x) _ (2,5-1)(2,5-2)

L= e (D32

=0,125

P(2,5) = yoLo(2,5) + y1L1(2,5) + y2L2(2,5) =2(-0,25) + 3(1,125) + 1(0,125) =3

Algoritmo en seudo codigo

El algoritmo que sigue permite calcular p(x) donde p es el polinomio interpolador y x es un valor
numérico. El algoritmo funciona también si x es una variable pero en este caso sera necesario
realizar operaciones simbolicas (literales) de suma y multiplicacion. Se suponen conocidos los
nodos de interpolacion: xo, xi,..., X, ¥ los valores correspondientes de la funcion a interpolar: yy,
V1,e..» Vuo El résultado sera un nimero p(x) si x es un nimero o el polinomio p(x) si x es un literal.

Resultado =0
fori=0ton

L=1
forj=0ton
if j # i then
X—x,
L=L J
X —X.
! J
end
end
Resultado := Resultado + y;- L
end
Terminar
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Ejemplo 2
En la tabla 1 se muestran datos que corresponden a la funcioén

1
1+25x>

Sf(x)=

evaluada para 13 valores equidistantes de x. En la figura 1 se muestra la grafica de la funcién
junto con los 13 puntos de la tabla. Suponga que la funcion f{x) no se conoce, sino solamente los
puntos de la tabla. Utilice interpolacion polinomial para calcular aproximadamente f{0,35)
utilizando como nodos:

a) {-0,6;-0,4;-0,2;0;0,2;0,4; 0,6}
b) {0,2;0,3;0,4;0,5}

Compare los resultados obtenidos con el valor f{0,35). Para explicar los resultados obtenidos,
utilice las graficas de los polinomios interpoladores correspondientes a los nodos en a) y en b).

x Sfx) x Sfx) x Sfx)
0.6 0.100000 -0.1  0.800000 0.4 0.200000
-0.5  0.137931 0 1.000000 0.5 0.137931
0.4 0.200000 0.1  0.800000 0.6 0.100000
03 0.307692 0.2 0.500000
0.2  0.500000 0.3 0.307692
Tabla 1
£ =—
1+25x2

Figura 1
Solucién:

a) Utilizando los 7 nodos de interpolacion {-0,6; —0,4; —0,2; 0; 0,2; 0,4; 0,6}, lo cual significa
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interpolacion de sexto grado, se obtiene como resultado: p;(0,35) = 0.159607. El verdadero
valor de la funcién para x = 0,35 es: f{0,35) = 0.246154. Se obtiene un error de interpolacion
tan grande que el valor interpolado no posee ni siquiera una cifra exacta.

b) Utilizando los 4 nodos de interpolacion {0,2; 0,3; 0,4; 0,5}, lo que quiere decir,
interpolacion de tercer grado, se obtiene p,(0,35) = 0.245307, resultado cuyo error de
interpolacion es menor que 0,001.

La diferencia entre la forma de proceder en a) y en b) es que en el primer caso se tomaron muchos
nodos y muy dispersos, algunos de ellos muy alejados del valor x = 0,35 donde se deseaba
aproximar la funcién. En el inciso b), en cambio, se tomaron menos nodos, pero mas
concentrados en la proximidad de x = 0,35. En este caso, a pesar de que el polinomio interpolador
es de menor grado, se obtiene un resultado mucho mas exacto que en a).

Utilizando el método de Lagrange fueron obtenidos los polinomios de interpolacion
correspondientes a los incisos a) y b):

p,(x)=-156,25x° +93,75x* —16x* +1
P, (x) =—6,498673x> +10,079575x" —5,728116x +1,294030

En la figura 2 se muestran los 13 puntos de la tabla 1 y las graficas de los polinomios p; y p»
cada una en el intervalo donde se encuentran sus nodos de interpolacion.

Figura 2

Aunque la funcion f{x) fue seleccionada para este ejemplo porque en ella este efecto se aprecia
con mucha claridad, la conclusion que se deriva tiene caracter general. La interpolacion
polinomial no debe usarse como una técnica global para representar a una funcién en un intervalo
grande utilizando muchos nodos, todo lo contrario, se trata de un procedimiento para aproximar
localmente una funcion mediante un polinomio. Por tanto, la estrategia debe ser seleccionar pocos
nodos de interpolacion concentrados en la region donde se desea aproximar la funcion. Si el
intervalo en que se desea aproximar la funcion es muy extenso, en lugar de utilizar un polinomio
interpolador de grado alto, siempre es preferible aproximar la funcion por varios polinomios cada
uno en un pequefio tramo de la funcion. Esta estrategia, llamada interpolacion por tramos sera
objeto de estudio en la seccion 4.5.
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Ejemplo 3

La tabla 2 muestra un conjunto de valores de la funcién exponencial f(x) = ¢* con incrementos
0,05. Halle aproximadamente """ utilizando interpolacién de tercer grado. Halle una cota del
error de interpolacion y comparelo con el verdadero error de interpolacion.

x Sx) X fx) X Sx)
1,00 2,718282 1,10  3,004166 1,20  3,320117
1,05 2,857651 1,15 3,158193 1,25  3,490342

Tabla 2

Solucién:

Para obtener interpolacion de grado 3 se requieren 4 nodos. Como el punto en que se interpolara
es x = 1,07 se tomaran los cuatro nodos mas proximos: {1,00; 1,05; 1,10; 1,15}. El resultado se
obtuvo con un programa confeccionado segln el seudo codigo del método de Lagrange. Se
obtuvo:

p(1,07)=2.915379

Para hallar una cota del error, se emplea la formula (7) de la seccion 4.2:

R(x) _ f(n+l)(c)

Gy R

Como n =3, se tiene que
R =L () )

Tomando en cuenta que /' (x) = ¢* y que x = 1,07, resulta:
R(1,07) = %(1,07 -1,00)(1,07 -1,05)(1,07 =1,10)(1,07 - 1,15)

Acerca del niimero ¢, solo se sabe que se encuentra en el intervalo [1,00; 1,15]. Como ¢" es una
funcion creciente, se tiene que:
e <e=3,158193 < 3,16

3,16

Por tanto, |R(1,07)| < EYN

(1,07 ~1,00)(1,07 ~1,05)(1,07 ~ 1,10)(1,07 ~ 1,15)| = 0,00000044

Lo cual significa que el resultado obtenido posee seis cifras decimales exactas. A este error
debido a la interpolacion, habria que anadirle el error debido al redondeo de los datos (que han
venido dados con seis cifras exactas); debido a esto, el resultado puede haber perdido una cifra
decimal de exactitud. Usando una calculadora cientifica, el verdadero valor de la funcion es:

£1,07)=2.9153795
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Es decir, que el verdadero error del resultado es 0,0000005, que es la suma del error de redondeo
mas el de interpolacion.

Ejercicios

1. Se conocen los siguientes pares de valores de una funcion y = f{x):

X 0 1 3 4 5
y 1 -3 | 25 | 149 | 381

a) Aproxime y para x = 2 mediante interpolacion lineal.
b) Aproxime y para x = 2 mediante interpolacion cuadratica.

2. Se conocen valores de la funcion fix): f0)=3, f0,5)=2, f2)=2, f(3)=4
a) Halle aproximadamente f{1) mediante interpolacion cubica (sin hallar el polinomio
interpolador).
b) Halle el polinomio ctbico de interpolacion correspondiente a los nodos dados.

I

3. A partir de los valores de la funcion tan x en los angulos notables (en radianes): ¢, 7y 3

determine, aproximadamente, la tangente de 1 radidn y dé un estimado del error de
interpolacion cometido.

4. Halle el polinomio interpolador de la funcién y = Jx tomando como nodos de

interpolacion: 0, 1,4 y 9. Con el polinomio hallado encuentre una aproximacion para V2.
Repita ahora la operacion pero utilizando solamente los nodos 1, 4 y 9. Compare la exactitud
de las aproximaciones obtenidas. A qué conclusion usted llega?

5. Halle un polinomio interpolador de segundo grado que aproxime a la funcion y = cosh x en
el intervalo [0, 1] y dé una cota para el error de interpolacion.

6. Halle un polinomio interpolador de tercer grado que aproxime a la funcién y = In x en el
intervalo [1; 1,5] y dé una cota para el error de interpolacion.

7. Dada la funciéon f{ix) = x — cosx (x en radianes) se construye la tabla

0 0,5 1
y -1 —-0,37758 | 0,45970

Tome los valores de y como nodos de interpolacion y halle aproximadamente el valor de x
para y = 0 (a esta forma de proceder se le llama interpolacion inversa y aqui se esta
empleando para resolver aproximadamente la ecuacion x — cosx = 0). ;Como podria
mejorar la solucion hallada mediante este mismo procedimiento?

8. Se sabe que la suma de los cuadrados de los n primeros nimeros naturales es un polinomio
de tercer grado en n. Hallelo utilizando interpolacién.
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9.

10.

11.

12.

El algoritmo que sigue se supone que permita interpolar en un valor x conocidos los nodos
de interpolacion: xo, x1,..., X, y los valores correspondientes de la funcion a interpolar: yy,
V1,.--» Vu- Sin embargo, el algoritmo contiene un grave error. Detéctelo y corrijalo.

Resultado =0
fori=0ton

L:=1
forj=0ton
X—X
L:=L /
X, —X;
end
Resultado := Resultado + y;- L
end
Terminar

Aunque por lo general la aceleracion de los cuerpos en caida libre se toma como una
constante g = 9,8 m/s”, se sabe que su valor depende de varios factores, entre ellos la latitud
geografica y la altura sobre el nivel del mar. En la tabla que sigue se ofrecen los valores de g
a nivel del mar para varias latitudes geograficas. Halle aproximadamente el valor de g en la
ciudad de La Habana, que esta a orillas del mar a 23° de latitud Norte.

Latitud | 0° 10° 20° 30° 40° 50°
g (m/s?) | 9,7803 | 9,7819 | 9,7863 | 9,7932 | 9,8017 | 9,8107

gr
cm-s
marcadamente con la temperatura. En la tabla que sigue se da la viscosidad (multiplicada por
10°) del agua para algunas temperaturas. Halle aproximadamente la viscosidad del agua a 27
grados centigrados.

La viscosidad de un fluido se mide en poises: 1 poise = 1 . La viscosidad varia muy

Temperatura |\ | 5 | 50 | 25 | 30 | 40
O
Viscosidad
por 10° 1307 | 1140 | 1004 895 803 655
(poises)

Cuando un alambre eléctrico de cobre (forrado) conduce una corriente eléctrica excesiva
durante un tiempo prolongado, se corre el riesgo de que se dafie y puede, incluso, provocar
un accidente. La siguiente tabla da los valores de corriente (en ampere) permisibles durante
una operacion prolongada para conductores de cobre de diferente seccion transversal (en
milimetros cuadrados). Halle aproximadamente, la corriente permisible para un alambre de
cobre de 2 mm” de seccion transversal.

Area de la seccion
transversal (mm?)
Corriente
permisible (ampere)

1 1,5 2,5 4 6

11 14 20 25 31
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4.4 El método de Newton

La idea fundamental del método de Newton es realizar la interpolacidon en un punto de forma
sucesiva: partiendo de dos nodos ir agregando los demas, uno por uno, en el orden que se desee,
de tal manera que en cada paso solo se requiera agregar un nuevo término a los calculos
precedentes. El método permite, sin realizar ninguna operacion adicional, ir obteniendo en cada
paso del proceso una estimacion del error de interpolacion, de manera que el proceso iterativo se
pueda detener si se alcanza un error suficientemente pequefio.

Sea f(x) la funcidn a interpolar, p, ;(x) el polinomio interpolador (de grado menor o igual que

n — 1) correspondiente a los nodos {xo, x1,..., X,_1} Y p.(x) al polinomio interpolador (de grado
menor o igual que n) que corresponde a los nodos {xg, xi,..., X,_1, X,}. Se supone, igual que hasta
ahora, que todos los nodos de interpolacién son diferentes, aunque no tienen que estar ordenados
de ninguna forma. Con el propdsito de simplificar la notacion, se llamara y; = f{x;) parai =0, 1,
2,....

Como el grado de p,(x) es menor o igual que n y el de p, (x) es menor o igual que n — 1, se
tiene que:
pn(x) :pn—l(x) + C,,(X) (1)

donde C,(x) es algin polinomio de grado menor o igual que #. Por otra parte, como ambos
polinomios interpolan a f{x) se tiene que:

Pr1(Xo0) = Yo Pn(X0) = Yo
Pu1(X1) =31 PalX1) =11
Pn-1 (p1) = Yn-1 pn(xn—l) = Vn1
PnlXn) = yn
Como, segun (1), Co(x) = pu(x) = pr1(x),
resulta que: Ci(x0) =Cu(x) =Cu(x2) =+ = Cy(x,.1) =0

El hecho de que C,(x) es un polinomio de grado menor o igual que n asegura que no puede tener
mas que estos n ceros. Por esta razon sera:

C,(x)=a,(x=x))(x=x)-(x=x,,)
con lo cual la expresion (1) toma la forma:
Py(¥)=p, (%) +a,(x—xg)(x—x)---(x—x,) (2)
El coeficiente a, queda determinado por la condicion:

Pu(Xn) = Y

Con el objetivo de llegar a una formulacion general es conveniente comenzar a partir de n = 1. En
ese caso la expresion (2) es:

P1(x) = po(x) + ai(x — xo) (3)
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donde py(x) es un polinomio de grado cero (una constante) determinado por un solo nodo; esto es:

Pox) = Yo
y a; se halla a partir de: pi(x1) =y

Evaluando para x = x; en la formula (3):
y1=yo +ai(x —xo)
de donde: a, = Rdlmbi
X1 —Xo
El cociente anterior se denomina primera diferencia dividida de la funcidn f* para los puntos x, y
X1y se denota f'[x, x1], esto es:

f[%a%]zu
X =X

Con esta notacion, la ecuacion (3) se transforma en:
i) = po(0)+ g5 Jor = x0) “)

Para obtener el polinomio p,(x) se llevara a cabo un procedimiento similar:

P2(x) = pi(x) + ax(x — x0)(x — x1) (%)
y como P =y + 220 (x - x,)
1%
lta: _ Nh=Vo, _ _ _
resulta: P (x)=y, + (x=xp)+a,(x—xy)(x—x)
X1 =%

— - _ = Yo

Evaluando para x = x,: Vo =Yy + (x, =xp) +a,(xy —x)(x, — ;)
X=X

de donde, restando y sumando y,, se obtiene:

V1= Vo

az(xz_xo)(xz_xl)zb_yl+)’1_y0_x (3 = x,)
1~ %o
Agrupando términos:
X, — X,
ay(xy = x) (X = X)) =Y =V + (V1 — Vo) l_u}
L YN —%
_xz X
Efectuando: ay(x, = X)X, = x) =y, = — (¥ —y)| ——
| X =X
Dividiendo por (x; — x1): ay(x, —xg) = 22— 2 170 -l v T g ]

Xy =X XX
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_ f[xlaxz]_f[xmxl]

Xy =X
A esta diferencia dividida de dos primeras diferencias divididas de f, se le llama segunda
diferencia dividida de f'para los puntos x, x;, X, y se denotara por f [xo, X1, X»]; es decir:

y, finalmente: a,

Sl x5, = S |- /o]

Xy =X

De acuerdo con esto, la ecuacion (5) se expresa ahora por:
Da(x) = pi(x) + f[x0, X1, X2] (X — X0)(x — x1)
Repitiendo este proceso se llega, en general, a:
Pu(X) = ppaa(x) + [ [x0, X150y X ] (6 = X0)(X = x1)++ (X — X,0-1) (6)

donde, las diferencias divididas de cualquier orden se definen recursivamente por:

f[xojxlj...’xk]:f[xl’XZa""xk]_f[xo’xla""xkfl] k:1,2, 3’”.’” (7)

Xk —Xo
La expresion f[x,,x,,--,x, ] se lee “diferencia dividida de orden k de frespecto a los nodos
Xy,X;,+++,X; . Aplicando reiteradamente la formula (6), se obtiene para el polinomio interpolador

una sugestiva expresion:
Pilx) = flxo) + [ [xo, x1] (x = Xo) +/ [Xo, x1, X2](x — x0)(x —x1) + -+

" '+f[X0, X1ees Xn](X = X0)(X = X1)*++ (X — X, 1) (8)
que guarda una interesante analogia con el desarrollo de una funcién en polinomios de Taylor.

Cuando se trabaja manualmente resulta comodo organizar los datos como muestra la tabla 1 para
calcular las diferencias divididas necesarias.

X §(L9) 1* dif. 2% dif. 3 dif.

Xo Sxo) Sxo, x1] S0, X1, X2] S0, X1, X2, X3]
X1 Sexn) Sx1, x2] Sx1, x2, 3] Sx1, X2, X3, x4]
X2 Six2) Sx2, x3] Sxa, X3, x4] Sxa, X3, X4, x5]
X3 Sixs) Soxs, x4] Sx3, x4, x5] Sx3, X4, X5, Xe]

X4 Sx4) Sxa, x5] Sx4, X5, Xe]
Xs S(xs) Sxs, x6]
X6 Sf(xe)

Tabla 1
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Notese que las diferencias necesarias para la aplicacion de las formula (6) u (8) del método de
Newton, aparecen en la tabla 1 en una misma fila, como la que aparece sefialada en negritas.

Estimacion del error de interpolacion

El error de interpolacion cometido cuando se utiliza el método de Newton, es el mismo que
cuando se usa cualquier otro método, ya que el polinomio interpolador es unico para un conjunto
de nodos y una funcién dados. Por tanto, se puede usar la formula (7) deducida en la seccion 4.2:

_ f(n+1) (C) (x

RO =2

= Xo)(x=x) (¥ = x,)

Sin embargo, es mas eficiente utilizar una expresion equivalente que puede calcularse
directamente utilizando la tabla de diferencias divididas y no requiere el calculo de derivadas,
aunque se supone, igual que antes, que f{x) posee derivadas hasta el orden n + 1 en un intervalo
que incluye a todos los valores de x involucrados en la deduccidn que sigue.

Sea p,(x) el polinomio interpolador correspondiente a los nodos {x, xi...., X,}. Se desea calcular o
por lo menos estimar, el error de interpolacion de p,(x) en el punto x :

R, (x)=f(X)-p,(%)

Considérese ahora el polinomio interpolador de grado menor o igual que n + 1 que corresponde a
los n + 2 nodos {xo, X1,..., X,, X }. De acuerdo con la féormula (6):

Pret(X) = pu(x) + [ [x0, Xtyeney Xy X] (6 = X0)(x — 1)+ (X —x3) ()]
Como x es uno de los nodos de interpolacion del polinomio p,(x), se cumple que:
Prri(X) =A%) (10)
Por tanto, haciendo x = X en (9) y tomando en cuenta (10):
S @) =P, + f 21,0, T E =) (E =) (R x,)
Por tanto: R, (%)= ()= p,(®) = f[xg: Xy sooer X, X[(F = x)(E— X)) (5 —x,)

Como en esta expresion, X representa un numero arbitrario, no existe inconveniente por
cambiarlo por x. Esto es:

R,(x)= f[xo,xl,...,xn,x](x—xo)(x—xl)m(x—xn) (1D
La formula (11) brinda el valor exacto del error de interpolacion del polinomio p,(x) pero su valor

no es calculable pues calcular la diferencia dividida 1 [xo, Xppeees Xy x] requeriria conocer f{x) lo
cual carece de sentido pues, precisamente se quiere calcular p,(x) porque no se dispone de f{x). Si
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en esta diferencia dividida se toma x,; en lugar de x se obtiene una aproximacion del error
de interpolacion. Por tanto, se define:

R,(x) = fxgs Xpss Xy Xy Jor = x)x = x) oo (x —x,) (12)

y puede esperarse que, si las diferencias divididas de orden # + 1 no son funciones que
experimenten grandes cambios, se cumpla la aproximacion:

R,(x)~ R, (x)
Si la formula (6) se compara con la (12) entonces aquella se puede escribir como:

Pt ()= P, (x)+ R, (x) (13)

Es decir, el error estimado para p,(x), sumado a p,(x) da la aproximacion p,.(x), lo cual hace
sumamente comodo y eficiente el modo de estimar el error de interpolacion cuando se utiliza el
método de Newton.

Debe tenerse cuidado al ordenar los nodos para formar la tabla de diferencias divididas si se desea
que las sucesivas aproximaciones que se van obteniendo tengan la mejor calidad. Asi, si se desea
que la aproximacion pi(x) sea una buena aproximacion, los nodos x, y x; deben ser escogidos de
modo que estén lo mas cerca posible y que entre ellos se encuentre el valor x donde se ha de
interpolar. El nodo x, se tomara de tal modo que el conjunto {x, xi, x,} esté¢ lo mas cerca posible
del valor x y similarmente con los demas nodos que se incluyan en la tabla. De no procederse asi,
puede suceder que algunas de las aproximaciones obtenidas en los pasos sucesivos del algoritmo
correspondan a extrapolaciones en lugar de interpolaciones y se obtengan errores de interpolacion
muy exagerados.

Ejemplo 1
La tabla 2 reproduce a otra mostrada en la seccion 4.1 y que contiene algunos valores de la

funcion gamma. Utilizando esta tabla obtenga I'(1,17) con un error de interpolacion menor que
0,00005 (cuatro cifras decimales exactas).

a I'(a) a I'(a) a ['(a)
1,00 1,00000 1,35 0,89115 1,70 0,90865
1,05 0,97350 1,40 0,88726 1,75 0,91906
1,10 0,95135 1,45 0,88565 1,80  0,93138
1,15 0,93304 1,50 0,88623 1,85 0,94561
1,20 0,91817 1,55 0,88887 1,90 0,96177
1,25  0,90640 1,60 0,89352 1,95 0,97988
1.30 0.89747 1.65 0.90012 2,00 1,00000

Tabla 2
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Solucioén:

Como la interpolaciéon nunca se harad con polinomios de grado alto, no es necesario incluir
muchos nodos para formar la tabla de diferencias, se tomaran en este caso 6 nodos proximos a
1,17 y ordenados convenientemente: {1,15; 1,20; 1,10; 1,25; 1,05; 1,30}. La tabla 3 muestra las
diferencias obtenidas en este caso. Realmente, no es necesario construir toda la tabla de una vez,
es preferible ir calculando las diferencias en la medida en que van siendo necesarias. Aqui, por un
problema de espacio, se muestran todas las diferencias, hasta la de quinto orden.

x fx) 1* dif 2* dif 3* dif 4* dif 5* dif
1,15 0,93304 -0,29740 0,68800 -—0,45333 0,40000 0,53333
1,20 0,91817 -0,33180 0,64267 -0,49333 0,48000
1,10  0,95135 -0,29967 0,71667 —0,44533
1,25 0,90640 -0,33550 0,62760
1,05 0,97350 —0,30412
1,30 0,89747

Tabla 3

En la tabla aparecen en negrita las diferencias que se utilizaran en cada paso del algoritmo.
Aproximacion con polinomio de grado 1:

(%) = po(x) + fxg,x, J(x = x,) = 0,93304 + (~ 0,29790)(1,17 — 1,15) = 0,92708

R (%) = fxg, x5 %, J(x = x,)(x = x,) = (0,68800)(1,17 — 1,15)(1,17 — 1,20) = — 0,00041
Como este error es muy grande, se calculara la siguiente aproximacion:

Aproximacion con polinomio de grado 2:

2,(x) = p,(x)+ R, (x)= 0,92708 — 0,00041 = 0,92667

Ry(0) = flvg 3,303 v =30 ) (v =3 ) = xy) =
=(-0,45333) (1,17 — 1,15)(1,17 - 1,20) (1,17 — 1,10) = 0,00002
Como el error es suficientemente pequefio, se tomara p,(x) como la aproximacion buscada. No
obstante, puesto que ya se tiene calculada la estimacion del error, puede utilizarse para tener un
resultado aun mejor, solamente sumandolo a p,(x). Se toma pues:

I'(1,17) = 0,92669

con cuatro cifras decimales exactas. El valor de I'(1,17) con 5 cifras decimales exactas que
aparece en una tabla es 0,92670.
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Relacion entre diferencias y derivadas

Si se compara la formula (7) de la seccion 4.2:

Rn(X)=%(x—xo)(x—xl)m(x—xn)

con la formula (11): R, (x)= f[xo,xl,...,xn,x](x—xo)(x—xl)-n(x—xn)

A

resulta claro que
(n+1)!

=f[x0,x1,...,xn,x]

Si se considera que x es el nodo nimero # + 1 (x =x,+) y se toma m = n + 1, la ecuacion anterior
queda como:
(m) (
/()
== [l x5, ] (14)
lo cual significa que existe algiin nimero ¢ en el intervalo / que incluya a todos los nodos
{xo, X1,..., X} donde la derivada de orden m es exactamente m! veces la diferencia dividida que
corresponde a esos nodos. Una consecuencia importante de esta relacion entre diferencias
divididas y derivadas, es el siguiente teorema:

Teorema 1

Las diferencias divididas de orden m de un polinomio de grado m son constantes (es decir, no
dependen de los nodos seleccionados) y las de orden mayor que m son nulas.

Demostracion:

En efecto, si p,, es un polinomio de grado m y {xo, x1,..., X,,} son m + 1 nodos cualesquiera,
entonces, de acuerdo con la igualdad (14), existe un punto c tal que:

(m)
P (©)
mm' me[xo’xl"“’xm]

pero como la derivada de orden m de un polinomio de grado m es una constante K (no depende de
X) entonces, no importa el valor de c:

K

pm[x()yxl,...,xm]:%

independientemente de los nodos utilizados. Al ser iguales todas las diferencias divididas de
orden m, las diferencias de orden m +1 son todas cero y lo mismo sucede entonces con todas las
de orden superior.

[

El resultado anterior se utiliza frecuentemente para detectar si un conjunto de pares (x, y)

corresponden a una funcion polindomica; en efecto, si este es el caso, entonces alguna columna de
la tabla de diferencias se hace constante y las siguientes se anulan. El orden de las diferencias
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constantes indica el grado del polinomio de que se trata. Con un poco de imaginacion, la idea se
puede extender a funciones que no son polindomicas pero se aproximan a un polinomio de grado
m ya que en ese caso la columna de las diferencias de grado m se hace aproximadamente
constante.

Ejemplo 2

Investigue si los datos que muestra la tabla 4 se aproximaran adecuadamente con algun
polinomio.

x Six) x Sx) x Sx)
2,0 3 4,0 107 5,5 336
2,5 14 4.5 165 6,0 451
3,0 34 5,0 240 6,5 591
3,5 64

Tabla 4

Solucién:

La tabla 5 muestra las diferencias divididas hasta el orden 5. Note que las diferencias de orden 1y
2 muestran una clara tendencia creciente a medida que x crece. La columna correspondiente a las
diferencias de tercer orden, en cambio oscila en un intervalo pequefio. Puede entonces afirmarse
que la funcion se comporta aproximadamente como un polinomio de tercer grado y, por lo tanto
sus valores seran bien aproximados utilizando interpolaciéon polindmica de tercer grado.

X flx) 1*dif 2*dif  3*dif  4*dif 5* dif

2,0 3 22 18 1,333 1,333  -0,800
2,5 14 40 20 4,000 -0,667 0,267
3,0 34 60 26 2,667 0,000 0,267
3,5 64 86 30 2,667 0,667 —0,888
4,0 107 116 34 4,000 -1,333 1,067
4,5 165 150 40 1,333 1,333

5,0 240 190 42 4,000

5,5 336 232 48

6,0 451 280

6,5 591

Tabla 5

Algoritmo en seudo codigo

El algoritmo que sigue permite calcular p(x) donde p es el polinomio interpolador y x es un valor
numérico. Se suponen conocidos los nodos de interpolacion: xo, xi,..., X, los valores
correspondientes de la funcion a interpolar: yy, y1,..., Vs, €l nimero x donde se desea interpolar y
la tolerancia € del error de interpolacion la cual debe ser mucho mayor que el error por redondeo,
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0 por otras causas, que contengan los datos. El resultado sera el nimero p(x) y el error de
interpolacion estimado.

for i = 0 to n {En este lazo, los valores de la funcion se transfieren al arreglo d;
dl' ::f(xi)

end

fori=1ton {A lasalida de este lazo, cada variable d; contiene la diferencia dividida

de orden i que corresponde a la primera fila de la tabla de diferencias}

j=n
repeat
d. = dj _dj—l
jE—
X=X,
ji=j-1
until j <i
end
p=dy

producto = (x — xo)
error = dyproducto
i=1
do while error>¢andi <n {El algoritmo termina cuando el error estimado es menor
que la tolerancia o cuando el grado de interpolacion se
hace muy alto}
p =p +error
producto := producto(x — x;)
i=i+tl
error = d; -producto

end
El resultado de la interpolacion es p con error estimado de error
Terminar
Ejercicios
1. Dada la siguiente tabla de valores de la funcion f{x), obtenga f{0,38) y f(0,5) con tres cifras
decimales exactas. Recuerde en cada caso ordenar la tabla adecuadamente.
X 0,30 0,35 0,40 0,48 0,55 0,60
flx) | 1,23114 | 1,27456 | 1,31951 | 1,39474 | 1,46409 | 1,51572
2. A partir de la siguiente tabla de la funcion de Bessel de orden cero, obtenga una con
incremento 1 en x en el intervalo [1, 5] con dos cifras decimales exactas. Tenga presente en
cada caso, la forma mas conveniente de ordenar la tabla.
X 0,0 0,8 1,5 2,2 3,0 3,6 4.4 5,0
fx) | 1.0000 | 0,8463 0,5118 | 0,1104 |-0,2601 | -0,3918 | -0,3423 | -0,1776
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A partir de los valores de la funcion cosx en los angulos notables (0°, 30°, 45°, 60°, 90°)
construya una tabla de cosenos con incrementos de 10° con dos cifras decimales exactas.
Tenga presente en cada caso, la forma més conveniente de ordenar la tabla.

Un programa para la inversion de matrices ha demorado los siguientes tiempos al aplicarse a
matrices de diferentes ordenes:

Orden de la matriz 5 7 9 10 12 14 15 20
Tiempo (s) 14 44 97 133 | 232 | 368 | 452 | 1067

Se sabe que el tiempo de ejecucion del algoritmo empleado varia polinomialmente con el
orden de la matriz. Mediante una tabla de diferencias divididas halle de que grado es este
polinomio.

Las imagenes de la funcion f{x) = (1,5)" son muy faciles de hallar si x es entero y positivo.
Utilice este hecho y un proceso de interpolacion para hallar aproximadamente f{2,7) con dos
cifras decimales exactas.

La probabilidad de que una variable aleatoria con distribucién normal, media cero y varianza
1, sea, en valor absoluto, menor que x, viene dada por la integral:

D(x)= \/%]i e dr
0

Esta integral no puede ser calculada por métodos analiticos. En el capitulo 5 se estudiaran
los métodos numéricos para calcularla. Por esa via se calculan y tabulan los valores de
probabilidad para valores de x con incremento de 0,1, tal como muestra el segmento de tabla
que sigue. Halle ©(0,323) con tres cifras decimales exactas.

X D(x) X D(x) X D(x)
0,30 0,2358 | 0,33 0,2586 | 0,36 0,2812
0,31 0,2434 | 0,34 0,2661 | 0,37 0,2886
0,32 0,2510 | 0,35 0,2737 | 0,38 0,2961
Para hallar la longitud de la elipse
x=3cost
y=4sent 0<t<2n

mediante la formula:

L=4j (

se llega a la expresion:

o

2

0

F+ (d—y)z dt

dt

L =16i1/1—(%)sen2t dt
0

donde aparece una integral eliptica de segunda especie:
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10.

j\/l —k*sen’t dt
0

0<k<l

las cuales vienen tabuladas para diferentes valores del parametro a = arcsen k. A
continuacion se reproduce un fragmento de dicha tabla. Utilice interpolacion para calcular la
longitud de la elipse con tres cifras decimales exactas.

o = arcsenk 39° 40° 41° 42° 43° 44°

N1—-kZsen’t dt | 1,4013 | 1,3931 | 1,3849 | 1,3765 | 1,3680 | 1,3594

©

El calor especifico de un material es la cantidad de calor (en calorias) que se necesita para
elevar un grado centigrado la temperatura de un gramo del material. El calor especifico de
un material depende de la temperatura. En la tabla que sigue se da el calor especifico ¢, del
agua a diferentes temperaturas. Calcule, con cuatro cifras decimales exactas el calor
especifico del agua a 14 °C.

Temperatura (°C) | 0° 5° 10° 15° 20° 30°
¢, (cal/g-grado) 1,0104 | 1,0063 | 1,0033 | 1,0013 | 1,0000 | 0,9986

En el algoritmo en seudo codigo del método de Newton, se utilizo el segmento que sigue
para calcular las diferencias divididas que este método requiere.

fori=1ton {A lasalida de este lazo, cada variable d; contiene la diferencia dividida
de orden i que corresponde a la primera fila de la tabla de diferencias}

j=n
repeat
d. = dj _dj—l
7 x —x,
J J-1
J=j-1
until j < i

end
Explique como funciona este segmento del algoritmo.

La tension superficial de un liquido varia en general con la temperatura y viene tabulada en
los manuales. La tabla que sigue muestra la tension superficial del alcohol etilico (en dinas
por centimetro) para diferentes temperaturas. Halle la tension superficial del alcohol etilico a
34 °C y dé un estimado del error debido a la interpolacion.

Temperatura (°C) 0° 30° | 60° | 90° 120° | 150°

Tension superficial |,y 4 1519 | 195 | 164 [134 |10,
(dina/cm)

255



11. El sonido se refleja en las superficies de diferente manera segiin el material de que estan
formadas. El coeficiente de absorcion del sonido se define como el cociente de la energia
absorbida entre la energia que incide sobre la superficie reflectante. El coeficiente de
absorcion varia con la frecuencia del sonido. En la tabla que sigue se ofrece el coeficiente de
absorcion de una pared de ladrillos para diferentes frecuencias. Determine el coeficiente de
absorcion de este material para un sonido de 440 ciclo/s (que corresponde a la nota La del
centro del teclado del piano). Dé un estimado del error de interpolacion.

Frecuencia (ciclo/s) | 125 250 500 1000 | 2000 | 4000

Coeficiente de
absorcion

0,024 | 0,025 | 0,032 | 0,041 | 0,049 | 0,07

4.5 Interpolacion mediante splines

El problema de la interpolacion global

Ya en la seccion 4.3 (vea el ejemplo 2 de esa seccion) se llego a la conclusion de que la
interpolacion polinomial no es una técnica adecuada para representar globalmente una funcion en
un intervalo largo, todo lo contrario, se trata de un procedimiento para buscar un polinomio de
grado reducido, que represente localmente a una funciéon de forma adecuada dentro de un
pequefio intervalo. Sin embargo, a veces se presenta la necesidad de aproximar globalmente una
funciodn, de la cual se conocen valores aislados, mediante una funcion sencilla. Ya esto fue visto
en el ejemplo 3 de la seccion 4.1 donde se deseaba aproximar el perfil de una pieza mediante una
curva suave. En la construccion de graficos por computadora, este problema se presenta con gran
frecuencia.

Una soluciéon muy elemental al problema de la interpolacion global es descomponerla en varios
problemas de interpolacion local. Por ejemplo, si se desea hallar una funcion interpoladora de
f(x) para los nueve nodos ordenados {x, xi, ..., xs} el problema se puede descomponer en cuatro
problemas sencillos: hallar cuatro polinomios interpoladores, cada uno de grado menor o igual
que dos, para los conjuntos de nodos {xo, X1, X2}, {x2, X3, X4}, {x4, X35, X6}, {Xs, X7, X3}. En este caso,
la grafica de la funcion interpoladora, como muestra la figura 1, estard formada por cuatro arcos

AY

=V

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xg

Figura 1
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de parabolas de eje vertical; como dos arcos consecutivos comparten un nodo, los cuatro arcos
formaran una curva continua que puede usarse para representar la funcion f{x). Cada polinomio
local se determina por cualquiera de los métodos vistos en las secciones anteriores, de modo que
no se requiere ninguna teoria adicional para realizar este enfoque. Sin embargo, ya el lector habra
observado que la funcion que resulta no es suave, es decir, en los nodos que separan un polinomio
local de otro, se produce un cambio de derivada, que se presenta en la grafica como un punto
anguloso. En algunos casos esto carece de importancia pero muchas veces se requiere obtener una
curva que, ademas de continua, sea suave (derivada continua) e incluso que posea continuidad en
la curvatura (segunda derivada continua). Si es asi, este enfoque resulta insatisfactorio.

Funciones spline

En términos muy generales, una funcion spline es una funcion polinomial por tramos que es
continua y posee derivadas continuas hasta un cierto orden. Ademas de las condiciones de
continuidad y suavidad, el spline debera satisfacer algunas otras condiciones adecuadas al
problema que se desea resolver: pasar por un conjunto de puntos de la grafica de f{x) (spline
interpolador), aproximarse a un conjunto de puntos experimentales (spline de mejor ajuste),
cumplir ciertos requerimientos estéticos y ademas en cuanto al valor en algunos puntos de control
(problemas de disefio grafico), etc. Para lograr todas estas condiciones, el spline contiene un
conjunto de parametros cuyos valores se escogen de forma que se satisfagan todas las condiciones
deseadas. Para precisar ideas, supongase un conjunto de # + 1 niimeros ordenados en forma
creciente {xo, X1, ..., X,} Y que se utilicen polinomios de grado &, entonces el spline s(x) es una
funcion de la forma:

pi(x) si x,<x<x

s(x)=

P, (x) si x <x<ux,

p,(x) si x,,<x<x,
donde pi(x) (i=1, 2, ..., n) representa un polinomio de grado £. Como un polinomio de grado k£
posee k + 1 coeficientes, el spline en su conjunto posee n(k + 1) coeficientes y podra satisfacer
esa misma cantidad de condiciones siempre que las mismas no encierren contradicciones que las
hagan incompatibles. El hecho de que s(x) debe ser continua en todos los nodos interiores {xi, x,,
..., X,_1} representan ya n — 1 condiciones. Para lograr que el spline posea ademas varias derivadas
continuas es necesario tomar un grado & lo suficientemente elevado de manera que la cantidad de
parametros permita satisfacer todas las condiciones requeridas.

Dado el interés limitado de este texto, aqui solo se considerara el spline como funcién de
interpolacion y formado por polinomios de grado menor o igual que 3, es decir, el spline cubico
interpolador. En la bibliografia recomendada al final de este capitulo se incluyen referencias a
otras fuentes donde aparecen tratados los splines con otros objetivos.

El spline cubico de interpolacion

Considérese que para cada uno de los n + 1 nodos ordenados en forma creciente {x,, x, ..., X,,} se
conoce el valor de una funcién f{x). Sea

yi =fx) i=0,1,2,...,n
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y se necesita que el spline satisfaga las condiciones de interpolacion global:
S(xi):)/'i ZZO, 1,25"':’1 (1)

Como se trata de un spline ctbico, su expresion analitica sera:

ax’ +bhx* +ex+d, si x,<x<x

3 2 .
a,x  +b,x"+c,x+d, si x<x<x,

s(x) = )

ax’+bx*+cx+d, si x, _ <x<x

Aqui se esta suponiendo que los nodos de interpolacion coinciden con los puntos que limitan los
tramos del spline; en un enfoque mas general, esto no tendria que ser asi. Sin embargo este es el
caso mas simple y mas frecuente y a €l se limitara este analisis. En la bibliografia recomendada
puede hallar referencias para un tratamiento mas amplio del problema de interpolacion.

Como cada uno de los 7 polinomios de tercer grado que conforman el spline posee cuatro
coeficientes, el spline posee 4n coeficientes los cuales permiten satisfacer, como se vera a
continuacion, las siguientes condiciones:

e  Condiciones de interpolacion: sQ) =y, i=0,1,2,...n
e  Condiciones de continuidad: s(x)escontinuaenx; i=1,2,.., n-1
e  Condiciones de suavidad: s'(x)escontinnaenx; i=1,2,..,n-1

s”(x)escontinuaenx; i=1,2,..,n-1

b b b

Estas condiciones suman en total 4n — 2 lo que significa que aun se cuenta con la posibilidad de
imponer otras dos condiciones al spline, lo cual se suele hacer de diversas maneras para lograr
diferentes propdsitos. Estas dos condiciones se impondran mas adelante.
Para encontrar las formulas que determinan a s(x) se seguira el procedimiento de ir imponiendo
sucesivamente las condiciones de interpolacion, continuidad y suavidad, aunque no en ese orden.
Se utilizara la siguiente notacion:

M;=57(x;) i=0,1,2,...n

h,-=xi+1 —X; iZO, 1,2,..., n—1
es decir, My, My, ..., M,, representara el valor de la segunda derivada del spline en los nodos de
interpolacion y Ay, Ay, ..., h,_1, las longitudes de los tramos en que estan definidos los n
polinomios del spline.
La deduccién que sigue, se enmarca en el tramo numero i donde

X <x <X i=0,1,2,.,n-1

Como en este tramo s(x) es un polinomio cubico, su segunda derivada es una funcion lineal que

toma valores
sP) =My S7(xi1) = Min (3)
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(X =M, +(x—x)M,,
h.

1

4)

es decir: s"(x)=

Compruebe el lector que esta es una funcion lineal y que satisface las condiciones (3). Notese
también que, como en cada tramo sucede algo similar, la funcién en el intervalo [xo, x,] €s una
poligonal continua, como muestra la figura 2. Esto significa que ya ha quedado satisfecha la
condicion de continuidad de la segunda derivada del spline.

As”(x)

Figura 2

Si se integra indefinidamente cada miembro de la ecuacion (4), puede obtenerse, salvo una
constante arbitraria K la funcion s'(x;) en el intervalo x; < x < x;4;

50 = [[Gx = M, + e x)M

, 1 1
s'(x)= _2_h(xi+1 -x)’M, +2—hi(X—x,-)2M;+1 +K,

1

Integrando de nuevo se obtiene, siempre en el intervalo x; < x < x;4q:

1 1
s(x)= —2—hij(xl.+1 —x)le.dx+2—hi_|‘(x—xi)2Mi+ldx+J‘K1dx

1 1
s(x)=a(xm—x)3M[+a(x—x,-)3MHl+K1x+K2 Q)

1 1
Si en la ecuacion (5) se imponen las condiciones

s(x;) = yi y S(Xi1) = Yir
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seran satisfechas las condiciones de interpolacion y de continuidad de s(x); de esta forma se
hallan las constantes K; y K. En efecto:

1
s(x;) :é('xﬁl _xi)3Mi +a(xi _xi)3Mi+l +Kx; + K,
de donde: V; =%hi2M,. +Kx; + K, (6)
1 3 1 3
$(Xi51) za(xm — X)) M, +E(xi+1 —x;)"' M, +Kix,, + K,
. 1
es decir: Yin = gthHl +Kx;, +K, @)

Las ecuaciones (6) y (7) forman un sistema lineal en K; y K, que se resuelve facilmente. Se
obtiene:
K = Yinn =™ Vi h(M;,,—M,)
oo 6

1

K. = YiXivt Vi Xi (M 1%, —Mx;)
2 h, 6

1

Sustituyendo estos valores de K, y K, en la expresion (5) y agrupando términos, se llega a:

(X =X’ M, +(x—x)* M, + (g =)+ (X =x)yin M [(xi+1 —X)M; +(x - xi)Mi-H]
6h; h. 6

1 1

s(x)=

para x; <x < X ()

A los efectos de la evaluacion de s(x) es preferible, para disminuir el nimero de operaciones,
definir las variables u y v como:

U=X—X; Y V=X —X
y entonces, en forma mas compacta:

sti +”3Mi+1 RaZ tuy,  hOM; +uM,,,)
6h. h 6

1 1

s(x) = )

Para satisfacer las condiciones de continuidad de s'(x) se requiere que, en cada uno de los nodos

interiores x; (i = 1, 2, ..., n—1) la derivada lateral por la izquierda y la derivada lateral por la

derecha coincidan. Como la formula (8) da la ecuacion de s(x) en el intervalo x; < x < x4,

derivando esta funcion y evaluando en x; se obtiene la derivada lateral en x; por la derecha, esto

es:

— (X _x)zMi +(x_xi)2Mi+1 " Yin = Vi h(M
2h; h. 6

1 1

_Mi)

s'(x) = para x;<x<xq; (10)
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Sf(xj") — _(xi+1 _xi)zMi + + Vi1t 7 Vi _ hi(MiH _Mi)
: 2h, h; 6
Y, COMO h; = X1 — X;: s'(xf) = _héMi * ymh_ o hi(jui%l _Mi) (10

1

Si en la ecuacion (10) se cambia i por i — 1 se obtiene la expresion de s'(x) en el intervalo
X1 £x < x;. Asi que:

(x; _x)zMi—l +(x_xi—l)2Mi LYV hiy (M, —M,,)

s'(x) =—
() 2h, hi 6

para x.; <x<ux;

Al evaluar esta funcidn en x; se obtiene la derivada lateral en x; por la izquierda, esto es:

(x; _xi—l)zMi " Yi=Via hiy (M, —M,,)

’ (Xi )= 2hi—l hz’—l 6

hi M, I Vi = Vi hoy(M; =M,,)

,como h =x;—x.1: Ss'(x;)=
y ! os(x) 5 ™ p

(12)

Igualando (11) y (12) se obtiene una importante relacion entre M; 1, M; y M;:

—hM, n Yiet Vi h(M,,, —M;) _ h M, i Vi = Vi h (M, —M,,)
2 h, 6 2 h._, 6

1

Agrupando términos y trasponiendo:

hMi_1 +MMI-+£MH_1 =Y 7V VTVl parai=1,2,..,n-1  (13)
6 3 6 I I

1

La expresion (13) constituye un sistema lineal tridiagonal con la diagonal predominante que
contiene n — 1 ecuaciones y n + 1 incognitas: My, My, ..., M,. Agregando las dos condiciones que
aun faltan, se convierte en un sistema lineal de n + 1 ecuaciones que se puede resolver muy
eficientemente. Una vez resuelto este sistema, las ecuaciones (8), o mejor en su forma (9),
permiten evaluar el spline s(x) para cualquier x del intervalo x; <x <x;1 (=0, 1, ..., n—1).

El spline natural
Este es el spline interpolador mas empleado. Se obtiene afiadiendo las dos condiciones:
S (xo)=Mo=0 'y 5°(x,)=M,=0 (14)

Cuando se toman estas condiciones adicionales, puede demostrarse que el spline que resulta es la
funcién que, pasando por los n + 1 puntos (xo, o), (X1, 1), ---» (Xu, Vu), hace minima la integral:
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X

[le'Fax

X0

lo cual, como g"(x) esta relacionada con la curvatura de la grafica de g(x), significa,

geométricamente, que minimiza la curvatura global de la funcion interpoladora. Desde un punto
de vista fisico, como la energia potencial de una varilla delgada, flexible y elastica, depende de la
curvatura en cada punto, resulta que, si una varilla con tales propiedades, es obligada a pasar por
los n + 1 puntos del plano: (xo, y0), (x1, 1), ..., (Xs, Vu), €lla toma la forma que minimiza su
energia potencial elastica, que es, precisamente, la del spline cibico natural que interpola a dichos
puntos. De este hecho fisico proviene la palabra “spline” que originalmente se usaba para
designar una especie de curvigrafo empleado en dibujo, formado por una varilla que se hacia
pasar por varios puntos de un plano.

Teniendo en cuenta las condiciones adicionales (14), el sistema de ecuaciones (13) toma para el
spline natural, la forma:

UL YR YRt s W b

3716 Iy hy
L YR VR VR LN
6 3 6 h, hy
£M2+hz+h3M3+ﬁM4:y4—y3 _ Y=Y
6 6 h3 h2
hn—Z M + hn—Z + hn—l M — Yn = Vna _ Y17 Vu2
6 " 3 " hn—l hn—Z
Que, escrito en forma matricial resulta:
HM=Y (15)
donde:
g + 1y ﬁ i Vo= N~ |
3 6 - ~ h 7
h h +h h M ! 0
4 Arh 2 ! Vi=Vs V2N
6 3 6 M, p h
h, hy+hy . 2 |
H= 6 3 M=\ M, | Y= Ya=)Vs Vs— W
. h, , : hs ) h,
6 Mn—l :
hn—2 hn—2 + hn—l - - yn — yn—l _ yn—l — yn—2
L 6 3 L s hy o]

Aqui se ha seguido el criterio, usual en las matrices tridiagonales, de no escribir los elementos
nulos. El sistema que se obtiene es tridiagonal y con diagonal predominante, por tanto puede ser
resuelto con gran eficiencia por el método de Gauss especializado en sistemas tridiagonales,
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estudiado en la seccion 3.3. También puede ser utilizado uno de los métodos iterativos estudiados
en el capitulo 3 pues la convergencia es rapida; observe que el factor de convergencia del método
de Jacobi es a. = 0,5 y el factor B, que determina la rapidez de convergencia del método de Seidel,
€s aun menor.

Algoritmo en seudo codigo para el spline cubico natural

El siguiente algoritmo determina el valor interpolado s(x) de un spline ciibico natural, para lo cual
previamente se calculan los parametros M;, M,, ..., M, ;. Con una ligera modificacion, el
algoritmo puede ser utilizado para calcular un conjunto suficientemente grande de puntos del
spline como para poder trazar su grafica. Se supone conocidos los nodos de interpolacion {x, xi,
X2, ..., Xz}, ordenados en forma creciente, los valores correspondientes de la funcion a interpolar
{Vo, Y1, V2, ---» Vu} ¥ €l numero x donde se desea interpolar, el cual debe estar comprendido en el
intervalo [xo, x,]. El algoritmo da como salida el nimero s(x).

fori=0ton—1
hi = X1 —X;

end

Formar las tres diagonales de la matriz H

Formar la matriz columna Y

Resolver el sistema tridiagonal HM =Y utilizando los métodos de Gauss o de Seidel

i=n

do while x; >x  {En este lazo se determina el tramo del spline a que pertenece x}
i=i-1

end
U=x-—Xx
VIS X — X
s(x) = VM, +u’M,,, AL b (M +uM,,)
6h; h; 6
Terminar
Ejemplo 1

(El enunciado de este ejemplo se analizo en la seccion 4.1. Aqui se repite el enunciado y la figura
correspondiente para comodidad del lector). Para producir en un torno de mando numérico una
pieza con el perfil longitudinal que se muestra en la figura 3, es necesario obtener una funcion
simple (de modo que pueda ser evaluada en un tiempo muy breve) que describa el contorno de la
pieza. Esta funcion servira para fijar la posicion de la cuchilla del torno en cada instante. Algunas
dimensiones, marcadas en la figura en milimetros, deberan ser respetadas y el perfil de la pieza
debe ser una curva suave.
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90

Solucidn:

Como se desea hallar una funcion simple que describa el contorno, es claro que no se debe
intentar hallar un polinomio que satisfaga las 9 condiciones de interpolacion, ya que seria un

\/

Figura 3

polinomio de grado 8 y esto implicaria complicaciones en su evaluacion y, lo que es mucho peor,

el peligro de que ese polinomio presente oscilaciones indeseadas. Para hallar un spline cubico

natural, se determinaron los siguientes nodos (a partir de la figura 3):

Xo = 0
X1:20
X2:28
X3:36
X4:50
X5:6O
X6:7O
X7:80
Xg:90

yo=20
=10
»=9
y3=10
y4:20
y5:22
Y6 =20
y=12
yg=12

Con un algoritmo similar al del seudo codigo que se acaba de ver, se hallaron los coeficientes M;

(i=1,2,3,..., 7). Recuérdese que, por ser un spline natural, M, y Mg son nulos. Los resultados

fueron:

M() =0

M, =0,03875
M, =0,00999
M;=0,10879
M, =-0,09507
Ms=-0,00453
Ms=0,12679
M,=0,15170
Mg =0
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Con estos resultados basta para evaluar el spline en cualquier punto del intervalo 0 <x <90 o
para trazarlo, si se desea. De hecho, las curvas que se muestran en la figura 3, son los splines
cubicos que corresponden a los resultados anteriores.

El spline cubico anclado

En el spline interpolador anclado (“clamped spline) las dos condiciones adicionales que se
toman son:

s'(xy) =m, y s'(x,))=m,

es decir, si fijan las pendientes en los extremos del spline a valores deseados mg y m,, lo cual es

importante en muchas aplicaciones. Las expresiones para las derivadas laterales fueron antes
halladas en las ecuaciones (11) y (12):

)= —hM; y Y T Vi h(M,,,
2 h; 6

1

- M) y s'(x)= h M, L YiTYia (M -M, )

s'(xF
(o 2 I 6

De aqui resulta:

v — M - ho(M,—M
s'(xp) = (; o+y1hJ’o_ o 16 0):m0 (16)
0

S'(X;) — hnlen + ynh_yn—l _ hnl(Mn6_Mn1) =m, (17)

n—1
Después de simplificar y ordenar, se obtiene:

h—0M0+EM1 :yl_yo —m, y hn—l M”71+hn—l Mn zmn_yn_yn—l
3 6 hy 6 3 h

n—1
Cuando estas dos ecuaciones se unen a las n — 1 ecuaciones (13):

hjui—l +
6

b\ +h Mi"‘ﬁMm YTV KTVl parai=1,2, .01

6 h h_,

1

se forma el sistema
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LU YL o b Yy

3 6 hy
LY VAL VO e b R b
6 3 6 h, hy
ﬁM1+hl+th2+h_zM3=J’3_J’2 M mh
6 6 h, hy
h_2M2+hz+h3M3+h_3M4:y4—J’3 L)
6 3 6 hy h,
hn—2 Mn—2 + hn—2 + hn—l Mn—l + hn—l Mn — Y =V _ Y1 7 Vo2
6 3 6 hn—l hn—2
hn—l Mn—l + hn—l Mn =m, — Yu = Va1
6 3 h,
el cual, si se escribe en forma matricial, queda:
HM=Y
donde ahora:
_Mo_
M,
M=|M,
_Mn_
_ho hy ] i _ T
- — =N
3 6 ) m,
E by 1y ﬂ Vo= N —Vo
6 3 6 P
h, h+h, h, 1 0
6 3 Vs= Vo Vo=
6 3 6 _
H= Y= " h I
h,, h,,+h,_ h,_, ynh_yn_l - yn_lh_ Yoz
6 3 6 n-l B n=2
hn—l n—1 m, ——yn V-
i 6 3 ] i - |

de manera que ahora el sistema es de orden n + 1, pero sigue siendo tridiagonal y con la diagonal
principal fuertemente predominante (o = 0,5).

Algoritmo en seudo codigo para el spline cubico anclado
El siguiente algoritmo determina el valor interpolado s(x) de un spline cubico anclado, para lo
cual previamente se calculan los parametros My, M;, M,, ..., M,. Con una ligera modificacion, el

algoritmo puede ser utilizado para calcular un conjunto suficientemente grande de puntos del
spline como para poder trazar su grafica. Se supone conocidos los nodos de interpolacion {x,, x,
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X2, ..., Xu}, ordenados en forma creciente, los valores correspondientes de la funcion a interpolar
{Vo» Y1, 2, ..., ¥u} la pendiente deseada a la derecha del nodo x, (70) y a la izquierda del nodo x,
(m,) y el nimero x donde se desea interpolar, el cual debe estar comprendido en el intervalo [x,
x,]. El algoritmo da como salida el nimero s(x). El algoritmo que sigue es idéntico al anterior,
pues solo difiere en las matrices H, M e Y que se utilizan.

fori=0ton—1
hi = X1 — X;

end

Formar las tres diagonales de la matriz H

Formar la matriz columna Y

Resolver el sistema tridiagonal HM =Y utilizando los métodos de Gauss o de Seidel

i==n

do while x; >x  {En este lazo se determina el tramo del spline a que pertenece x}
i=i—1

end
U=x—-Xx;
Vi=Xig— X
3 3
s(x) = vM, +u'M,, LWt Wi h(WM, +uM )
6h, h; 6
Terminar

El spline cubico periodico
Si al spline interpolador se le imponen las condiciones:

Yo=Y s'(xg) =5"(x,) y s"(xg) =5"(x,)
se logra una funcion cuya grafica es tal que, si ella se repite una y otra vez, en los puntos de unioén
la funcion es continua y son continuas las derivadas de orden 1 y 2. La figura 4 muestra esta idea.
El spline original (en linea més gruesa) se ha repetido a la izquierda y a la derecha. Como las

ordenadas, las pendientes y las concavidades en ambos extremos coinciden, resulta una funcion
periddica, continua y suave hasta la segunda derivada.

AY

><V

Figura 4
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A este spline se le llama periddico aunque, en rigor, solo representa un periodo de la funcion
periddica que se forma por la repeticion de s(x). Como los numeros {y¢, V1, V2, ..., ¥»} SON
arbitrarios, tomar y, = y, no implica una condicion adicional que haya que satisfacer, asi que, de
nuevo, se trata de agregar dos condiciones adicionales a las #n — 1 que establecen las ecuaciones
(13). El sistema (13) sin condicion adicional alguna seria:

ﬁM0+ho+h1M1+ﬁM2=yz—yl_yl—yo
6 3 6 I T
ﬁM1+hl+h2M2+ﬁM3:y3_y2_yz_yl
6 3 6 h I
h_2M2+h2+h3M3+ﬁM4ZJ’4_)’3_)’3_)/2 (18)
6 3 6 h, A

n—2 Mn_2+hn—2+hn—1 Mn_l_'_hn—l Mn — Yu = Va1 _ynfl_yn—z

6 3 6 hn—l hn72

Al hacer yo=y, y s"(xy)=s"(x,) , lo cual significa M, = M,, la tltima ecuacion se transforma

en:
hn—2

Mn—2+% h Yo = Va1 _yn—l_yn—Z (19)

n—1 Mn—1+ n—1 MO —
6 h h_,

n—1
Por otra parte, al igualar las derivadas en xq y x,, obtenidas en las ecuaciones (16) y (17), resulta

S’(XJ): _hOMO + 1= _ hO(Ml _MO) — hn—an + Yu = Vna _ hn—l(Mn _Mn—l) =S'(X;)
2 hy 6 2 h_ 6

Si en esta ecuacion se sustituye y, por yoy M, por M, queda:

—hyM, n Y=V hy(M, —M,) _ h, M, I Yo =V h(My-M,,)
2 hy 6 2 h,, 6

Agrupando y ordenando convenientemente:

h0+hn—1M0+h_0M1+hn—1Mn_lzyl_yO_yO_yn—l (20)
3 6 6 h, h

Al cambiar la Gltima ecuacion del sistema (18) por la ecuacion (19) y agregarle la condicion (20)
se obtiene el siguiente sistema lineal de n ecuaciones con las n incognitas {M,, M\, M5, ..., M, 1}:
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Yi= Vo Yo~ JVuu

Tot My oy ogg By o
3 6 6 h, h,_,
h_0M0+ho+h1M1+ﬁM2:y2_y1_J/1_yo
6 3 6 h, h,
Y Y VN VS Sl SN e Sl
6 3 6 h, h,
h h h, ,+h e -
n—1 MO + n—2 Mn—2 + n—-2 n—1 Mnfl — Yo Yu-1 _ V-1 Yn-2
6 6 3 h,_, h,_,
La estructura de este sistema lineal se aprecia con mas claridad si se escribe en la forma matricial
HM=Y
donde ahora:
[ B,y + By hy 0 0 By |
3 6 6
hy hy +hy h 0 0
6 3 6
0 hy h +h, hy 0
H= 6 3 6
0 0 hn—3 hn—3 + hn—Z hn—Z
6 3 6
n—1 0 0 hnfz hn72 + hnfl
L 6 6 3 ]
Ve Yo=Y |
h() hn—l
Vo= N— Do r .
hl hO MO
V3=Vo Vo™ h M,
Y= h, h y M=\ M,
yn*l_yn72_yn—2_yn—3 M
hn—Z hn—3 -l
yO _yn—l _ yn—l _yn—2
L hn—l hn—2 |

Como se observa, ahora H no es tridiagonal, pero sigue siendo de diagonal predominante con
factor de convergencia o, = 0,5, por lo cual los métodos iterativos permiten su solucion con

eficiencia.
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Algoritmo en seudo codigo para el spline cubico periodico

El siguiente algoritmo determina el valor interpolado s(x) de un spline ctibico periodico, para lo
cual previamente se calculan los parametros My, My, M,, ..., M| (no se calcula M,, ya que,

M, = M,). Con una ligera modificacion, el algoritmo puede ser utilizado para calcular un
conjunto suficientemente grande de puntos del spline como para poder trazar su grafica. Se
supone conocidos los nodos de interpolacion {xo, x1, Xy, ..., X,}, ordenados en forma creciente, los
valores correspondientes de la funcion a interpolar {y, y1, ¥2, ..., V»1} (s€ supone que y, =y,)y el
numero x donde se desea interpolar, el cual debe estar comprendido en el intervalo [x, x,]. El
algoritmo da como salida el nimero s(x).

fori=0ton—1
hi = X1 —X;

end

Formar la matriz H

Formar la matriz columna Y

Resolver el sistema tridiagonal HM =Y utilizando el método de Seidel

Mn = Mg

i:=n

do while x; >x  {En este lazo se determina el tramo del spline a que pertenece x}
i=i—1

end
U:=x-—x;
VI=Xg — X
s(x) = VM, +u’M,,, G Wit Wi h(vM; +uM,,,)
6h, h; 6
Terminar
Ejemplo 2

Halle las ecuaciones paramétricas de una curva cerrada, continua, con tangente en cada punto y
curvatura continua que pase por los cuatro puntos: Py(1, 1), Pi(3, 1), P»(2, 2), P5(4, 2), Po(1, 1) en
ese mismo orden.

Solucion:
Para que la curva paramétrica x = x(¢); y = y(¢) pase por los puntos Poy(xo, o) , P1(x1, ¥1), P2(x2, V2),

Ps(x3, y3), Po(xo, ¥o) basta con tomar cinco niimeros 7)<t <1, < f; <t y hacer que las funciones
x(%); y(¢) satisfagan las condiciones de interpolacion:

x(o) = Xo Wto) = o
x(t) = x yt) =
x(t) = x2 Nt) =y
x(t3) = x3 Wt3) =3
x(t4) = Xo Wta) = yo

Las condiciones de continuidad y suavidad se obtienen si x(¢) € y(¢) son funciones continuas y con
primera y segunda derivadas continuas. Como se ha tomado x(#) = x(#4) € y(t) = y(#4) la curva
obtenida sera cerrada. Si se utilizan para x(¢) e y(¢) splines cubicos perioddicos, se lograra la
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continuidad y suavidad de la curva, inclusive en el punto P, donde la curva se cierra, ya que
coinciden los valores iniciales y finales de x'(¢),x"(¢), y'(¢), y"(¢).

Existen diferentes criterios para seleccionar los niimeros f, ¢1, t, t3, 14, que determinan diferentes
caracteristicas geométricas de la curva obtenida. Aqui se utilizard la variante mas simple (pero no
siempre la mejor) de tomar valores equidistantes. Sean entonces: tp=1,# =2, =3, =4, 14, =15.
Con esto queda:

Nodos de x(2): (1, 1), (2, 3), (3, 2), (4,4), (5, 1)

Nodos de y(9): (1, 1), (2, 1), (3, 2), (4, 2), (5, 1)

Al tomar para ft, t, t,, t3, 4, valores equidistantes las ecuaciones se simplificaran ya que, en cada
spline, sera: hy=hy =hy,=h3=hy=1.

Spline x(¢):

En este caso es: xo=1,x1 =3, x, =2, x3 =4y el sistema HM = X resulta:

2 L0 &M, X, —2x, + X, 5
1 2 1

5 3 %6 0 ) Ml _ x2—2x1+xo _ -3
0 + 2 +||M, X3 —2x, + X, 3
1 1 2

< 0 s 3 M3 x0—2x3+x2 -5

Como se trata de un sistema muy pequefio, cualquier método de solucion puede servir. Se
obtiene:
M()ZS,MI :—3, M2:3, M3:5

y como M, = M,, se tiene, M, = 5.

A partir de la ecuacion (8), el tramo del spline x(¢) correspondiente a ¢; < t < ¢, seré:

(g =0’ M+ (=1 Miy | (g = 0%+ (= 1)%0 B[t =M, + (= 1)M,,]
64, h. 6

1 1

x(t)=

parai=0, 1,2, 3. Al darle estos valores a i y tomando para las ¢, sus valores correspondientes,
resulta:

Q-1 M, +(t-1y’M, +@—t)xy +(t-T)x, - Q-OM,+({t-1)M,
6 6

(3_t)3M1 —;(t_z)sMZ +(3—t)x1 +(t—2)x2 _ (3_t)M1 —;(t_z)MZ

YO=Y 4y, +(—37 M, ety 4 (3, - AmDM 3,
6 6

GS-t’M,+(t-4’M, (5= + (- B)x, — S-OM,+(t-4HM,
6 6

para 1<t<2

para 2<t<3

para 3<t<4

para 4<t<5
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Después de asignarle a las M y las x sus correspondientes valores y simplificando, se obtiene:

—1(16£° —75¢> +105t—50) para 1<t<2
1148 —105¢> + 255t —190) para 2<t<3
—L1(16¢° —165¢* + 555t —620) para 3<t<4
1181’ —243t* +1077¢t —1556) para 4<t<S5

x(t) =

En la figura 5 se muestra la grafica del spline perioddico x(¢) y sus nodos.

Figura 5
Spline y(7):

Enestecasoes: yo=1,y1=1, y»,=2, y3=2 yel sistema HM =Y resulta:

% % 0 % M, N=2Y+ s 1
55 0% O [ M| _|»m=2n+x|_| ]
0 ¢ 5 | [Ma| [¥»—20+n]| |1
t 0 ¢ 3| IMs] [vo—2y+»] -1

Al resolver el sistema se obtiene:
My=15, M,=1,5 M,=-1,5, Mz3=-1,5
y como M, = M,, se tiene, My = 1,5.

Utilizando la ecuacion (8), el tramo del spline y(¢) correspondiente a #; < ¢ < ¢;; sera:

(g =0 M, + (= 1) My (g =0y, 4 = 1)y Bl =M, + (= 1)M,, ]
6h, h, 6

1 1

()=

parai=0, 1,2, 3. Al darle estos valores a i y tomando para las ¢, sus valores correspondientes,
resulta:
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(2_t)3M0g(t_1)3M1+(2—t)y0+(t—1)y1—(2_t)M0g(t_1)M1 para 1<t<2
GB-t)’M, +(t-2)’M, LGty -2y _B-DM, +(-2)M,
= 6 1 2 6
) G-ty M, +(t-3) M, +(@d-1)y +(t_3)y3_(4—t)M2+(t—3)M3
6 ? 6
3 —4)3 _ _4
(5-1) M3;(t )M4+(5—t)y3+(z‘—4)y4—(5 t)M3J;(t M,

para 2<t<3

para 3<t<4

para 4<t<5

Asignando a las My las y sus correspondientes valores y simplificando, se obtiene:

137 -9 +10) para <
- —1(2r -15¢ +33t-26) para 2<t<3
Y —1(3 -21r+28) para

12 =277 +117t-156) para 4<t<5

La figura 6 muestra la grafica del spline periddico y(¢) y los nodos correspondientes. En la figura
7 se encuentra la curva con ecuaciones paramétricas x = x(¢); y = y(f) y los cuatro puntos Py(1, 1),
Pi(3, 1), P»(2, 2), P5(4, 2). Observe que, en efecto, es una curva que retine todos los requisitos
exigidos.

¥
4

1 2 3 4 5

Figura 6

¥

3

2

1

X
1 2 3 4 5

Figura 7
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Ejercicios

1.

Dados los siguientes puntos, halle la expresion analitica de una funcion formada por
polinomios de interpolacion de grado k& determinados por £ + 1 nodos consecutivos, para k =
1, 2 y 3. Construya las graficas de las funciones obtenidas.

i 0 1 2 3 4 5
x| 3 (35| 4 |45 5 |55
yvi 12214314841 39|53|79

Determine el spline ctiibico natural correspondiente a los nodos del ejercicio anterior. Trace
su grafica y comparela con las de dicho ejercicio.

En la figura 8 se muestra un corte transversal de un canal para regadio, incluyendo las cotas
(en metros) de varios puntos (equidistantes un metro) respecto a una cierta referencia.
Emplee un spline cibico natural para representar analiticamente este corte.

50 4,7 4,0 13,0 2,5 129 40 148 50

Figura 8

A continuacion se muestran las coordenadas Lambert de varios puntos de la costa norte de la
provincia de Pinar del Rio. Determine un spline cubico natural para representar el segmento
de costa que corresponde a estos puntos.

i 1 2 3 4 5 6 7 8
Coordenadas | Longitud | 10,0 | 10,2 | 11,0 | 12,2 | 13,5 | 14,0 | 14,5 | 14,6
del punto i Latitud | 73 | 6,7 | 65 | 70 | 6,0 | 6,4 | 7,0 | 7,7

En la figura 9 se muestra el perfil de una botella de cerveza y algunas de sus dimensiones en
milimetros. Halle un spline cubico natural que represente a la curva comprendida entre los
puntos 4y B.
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Figura 9

6. Para trazar el perfil de un tramo recto de 1000 metros de longitud de un terraplén (figura 10),
se han determinado las cotas (en metros) que el mismo debe tener en puntos separados 100
m entre si. Utilice un spline ctibico natural para obtener cotas cada 50 m.

e =

99 101

[

10011051109 113 11151116 11141109

e

—
S
W

Referencia

|
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

»
>

Figura 10

7. Enun proceso térmico se ha logrado normar en intervalos de 10 minutos la temperatura que
debe existir en el interior de un horno eléctrico. Estos datos se muestran en la tabla. Para
disefiar un sistema de control computarizado se requiere conocer la norma cada cinco
minutos. Utilice un spline cubico natural para hallar dichas temperaturas.

Tiempo (min.) | 0 | 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80
Temperatura (°C) | 30 | 40 | 60 | 80 | 95 | 100 | 110 | 100 | 80

8. En la tabla que se acompaia aparece la presion atmosférica (en hectopascales) en 35 nodos
sobre una cuadricula que cubre una region de 20 km por 30 km. Utilizando interpolacion
lineal halle las coordenadas de los puntos (marcados con circulos en blanco en el mapa de la
figura 11) donde la presion es de 1005 hectopascales y después, mediante un spline cibico
natural, trace en el mapa una curva suave que pase por los puntos marcados (isobara de 1005
hectopascales).
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1 990 | 994 | 998 | 993 | 992 | 994 | 995
2 995 | 1000 | 1000 | 995 | 997 | 997 | 998
3 | 1000 | 1007 | 1007 | 999 | 1001 | 1000 | 1000
4 11010 | 1012 | 1013 | 1013 | 1009 | 1012 | 1003
5 | 1015 ] 1016 | 1015 | 1014 | 1012 | 1014 | 1013
j=1 2 3 4 5 6 7
L S
2o
AN

Figura 11

9. Plantee el sistema de ecuaciones necesario para determinar el spline cibico anclado que pasa
por los puntos del plano: (2, 4), (3, 3), (5, 4), (6, 3) y que satisface las condiciones s'(27) =1

y s'(67)=-1.

10. Plantee el sistema de ecuaciones necesario para determinar un spline ctibico periodico que
pase por los puntos (2, 4), (3, 3), (5, 4), (6, 3) y que permita formar una funcion periodica
con periodo 5.

11. Plantee los sistemas de ecuaciones necesarios para determinar los dos splines ctbicos
naturales que forman las ecuaciones paramétricas de una curva como la que se muestra en la
figura 12, que pasa por los puntos 4, B, C, D, E.

D
6 _____ 1
5f---- R ¢
4 _____
e
2 5 6 x
Figura 12
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12. Plantee los sistemas de ecuaciones necesarios para determinar los dos splines ctbicos
periddicos que forman las ecuaciones paramétricas de una curva cerrada como la que se
muestra en la figura 12, que pasa por los puntos (1, 1), (7, 1) y (4, 7), posee tangente en cada
punto y curvatura que varia en forma continua.

Figura 13

4.6 Ajuste de curvas

En los ejemplos introductorios al comienzo de este capitulo se vieron dos situaciones en las que el
enfoque de la interpolacion no resuelve el problema. En el ejemplo 2 se deseaba encontrar una
relacion funcional entre el peso y la talla de los individuos de un sector poblacional a partir de un
conjunto de datos correspondientes a 100 de estas personas. Cuando estos datos se representan en
un sistema ¢ (estatura) contra p (peso) muestran un comportamiento como el de la figura 1 (que es
una copia de la figura 1 de la seccidon 4.1). Es obvio que seria absurdo aplicar a este problema

V4
Peso (kg)

Estatura (cm) 7

Figura 1

el enfoque de la interpolacion, aun cuando fuera posible encontrar alguna funcion interpoladora
capaz de pasar por los 100 puntos de la figura.
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En el ejemplo 4 de esa misma seccion se analizo otro caso en el que el uso de la interpolacion
tampoco es recomendable. En dicho ejemplo, se tienen los resultados de la deformacion de diez
muestras de barras de acero de 12 mm sometidas a esfuerzos de traccion conocidos. En este caso,
las mediciones realizadas contienen los inevitables errores de observacion y de los instrumentos y
es imposible garantizar la identidad de las diez barras usadas para el experimento. Por tanto, no
seria conveniente encontrar una funcién interpoladora de mucha complejidad, cuya mayor
complicacion se deberia posiblemente a haber sido obligada a satisfacer un conjunto de datos que
contienen errores.

En ambos ejemplos, lo que realmente conviene es encontrar una funcion f sencilla que satisfaga
“lo mejor posible” las exigencias de cada caso. Este es el enfoque del ajuste de curvas, que se
precisara a continuacion.

El problema del ajuste de curvas

Sea 4 = {x1, x,..., X} un conjunto de valores de la variable x entre los cuales puede existir
cualquier orden e incluso, puede haber repeticiones. Sea f una funciéon definida en 4, que toma
valores f; =f(x;) (j =1, 2, ..., m), los cuales usualmente se desconocen. Sea y; el valor observado
de f. A la diferencia entre el valor real y el observado se le denomina error de observacion.

Por otra parte, sea G una familia de funciones aproximantes. Esta familia consta en general de
infinitas funciones que se diferencian entre si por los valores que toman ciertos parametros cuyo
nimero es una caracteristica importante de la familia. Decidir cual es la familia de funciones
aproximantes que se utilizard en un problema de ajuste de curvas es una cuestion importante y a
veces muy dificil y que suele encontrar solucion a partir de un conocimiento profundo del
problema que se esta resolviendo. Por el momento, no es necesario entrar en otros detalle acerca
de G.

El problema del ajuste de curvas consiste, en encontrar aquella funcion g de la familia G que se
aproxime “lo mejor posible” a los datos (x;, y;) (j =1, 2, ..., m). En términos mas formales, se
trata de encontrar la funcion g € G que haga minima la desviacidon cuadratica:

D =i[g(xj)—yj]2
=1

La desviacion cuadratica es una manera muy conveniente de medir la separacidon que existe entre
el modelo g(x) y los valores observados {yi, y»,..., yu}. Por una parte, las desviaciones de los
datos respecto al modelo aparecen elevadas al cuadrado, esto las hace positivas e impide que
desviaciones positivas y negativas se compensen mutuamente. Por otra parte, al elevar las
desviaciones al cuadrado las desviaciones mayores resultan incrementadas respecto a las mas
pequeiias, produciéndose un efecto de penalizacion que esta muy acorde con el sentido que las
personas otorgan a los errores, pues siempre se considera preferible muchas desviaciones
pequefias que pocas desviaciones grandes. Ademas, la suma de cuadrados es una funcion muy
facil de tratar matematicamente.

Antes de estudiar la forma general en que el problema se resuelve, se incluye un ejemplo muy
sencillo para aclarar los conceptos anteriores.
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Ejemplo 1

Halle las ecuaciones que permiten determinar la recta no vertical que mejor se ajusta a un
conjunto de datos (x;, ;) (=1, 2, ..., m).

Solucion:

Todas las rectas no verticales responden al modelo general:
gx)=Cix+

donde C; y C, son parametros reales. En este caso la familia G sera:
G={g gx)=Cix+ (G}

La recta de mejor ajuste sera aquella que minimice a:
D= i[Clxj +C, —yj]z

j=1

Como D es una funcion cuadratica de C; y C; ella posee un punto de minimo que puede
obtenerse igualando a cero las derivadas parciales respecto a C; y C,, es decir:

oD &
L _Nolcx +c, -y, =0
6C1 = [ 17 2 yj]X]
aD m

y L _Sofex,+6,-y,] =0
oc, ‘3

Separando cada suma en tres sumandos y extrayendo C; y C, factores comunes, se obtiene:

m m m

2 —
G X +C Y%, =D %y,

j=1 Jj=1 j=1
m m

GO +mCy =2y,
J=1 J=1

Estas dos ecuaciones forman un sistema lineal con las incégnitas C; y Cs; la solucion de este
sistema determina la recta
gx)=Cx+ G

de mejor ajuste a los datos (x;, ) (j=1,2, ..., m).

Modelos lineales

Cuando la familia G de funciones aproximantes estd formada por funciones del tipo:
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g(x) = Cigi(x) + Caga(x) + ++- + Cogu(x)

se dice que se esta ajustando un modelo lineal. Realmente, seria mas riguroso decir que el modelo
es lineal respecto a los parametros C,, (s, ..., C, pues, en general, no es lineal respecto a la
variable x.

Notese que, cuando se utiliza un modelo lineal, la familia G es un espacio vectorial generado por
el conjunto de funciones {gi, 2»,..., 2,}. Si este conjunto el linealmente independiente, es decir, si
ninguna de las funciones g{x) se puede expresar como combinacion lineal de las demaés, entonces
el conjunto {g|, 2»,..., g,} forma una base del espacio vectorial G. En todo lo que sigue, se
supondra que este es el caso.

Cuando se utiliza un modelo lineal, el problema de ajuste de curvas tiene una solucién muy
simple y elegante; en el caso de modelos no lineales el problema es, en general, mucho mas
complejo y sera tratado mas adelante. A continuacion se ofrece una lista de ejemplos importantes
de modelos lineales y de modelos no lineales.

Modelos lineales:

g)=Cix+ G gi(x) =x, gx)=1
g(x) = Cix* + Cox + Cs 21(x) =x%, @) =x, g(x)=1
gx)=Cix+C +Gyeosgx+ Cssengx g1 =x, @x) =1, g3(x) =cos¢x

g4(x) =sengx
Modelos no lineales:
gx)=C 1xc2
gx) =G ()"

g(x) = C, +C,e™"

Para el caso del un modelo lineal

g(x) = Cigi(x) + Caga(x) + -+ + Cgu(x)

la desviacion cuadratica toma la forma:

D:Zm:[clgl(xj)+czg2(xj)+"'+Cngn(xj)_yj]z

J=1

Como D es una funcioén cuadratica de las variables Cy, C,..., C, ella posee un punto de minimo
que se obtiene igualando a cero las derivadas de D respecto a Cy, C,,..., C,.
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Derivando parcialmente con respecto a C; (i = 1, 2, ..., n) e igualando a cero:

oD L
Ea=§Pk&@ﬂ+@&ﬁﬂ+w+Q&wﬂ—%hwﬂ=0

J=1

que se puede escribir, separando en varias sumas y extrayendo factores comunes, como:

Y g(x)g(x)+CD gy (x)g(x )+ +C, > g, (x)gi(x,) =Y. v,8:(x))
Jj=1 Jj=1

J=1 J=1

Dando a i los valores 1, 2, ..., n, se obtiene el sistema lineal de ecuaciones:

Zﬁuﬂq{Z&mmmﬂk+m{Z&mmvpq=2&mwj

L J=1 J=1 J=1 i J=1

> g, (x)gi(x;)

L /=1

q+25m%ww{2&mwwnq=2&mm 1)

L /=1 J= | Jj=1

> g, (x)g(x))

L /=1

J=1

C + Zg,,(x,)gz(xﬂ}cz+~--+{2g5(xj) C, =Y 2.(x,)y,
j=1 j=1 ]

que se denomina sistema normal. La notacion se simplifica un poco si se tiene en cuenta
que en el espacio vectorial de las funciones definidas en el conjunto {xi, x,,..., x,,} con
m > n se puede definir el producto escalar como:

A SDIICHICH

Con este convenio, todas las sumas que aparecen en el sistema normal se pueden expresar como
productos escalares de funciones:

(g-8)C+(g-8)C++(g-g,)C, =gy
(g, 8)C +(gy° 80+ +(g,-8,)C, =g,y )

(gn 'gl)Cl +(gn 'gZ)CZ +'”+(gn 'gn)Cn :gn ©y

El determinante del sistema (1) se llama determinante de Gram del conjunto {g;, g,..., 2.}
y se demuestra que no es cero si el conjunto {gi, g,..., g,} es lincalmente independiente.

Como este es el caso que se estd suponiendo, puede asegurarse que el sistema posee solucion
Unica.

El sistema normal se puede representar también en una forma mas compacta y mas eficiente en
cuanto al tiempo de ejecucion, utilizando la matriz G de orden n por m, la cual se define como:
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g(x) g(x) g(x) g(x,)
G- 2(x)  g(x) gy(x3) g,(x,)
gn(xl) gn(x2) gn(x3) gn(xm)
Note que el producto de G por su traspuesta G’ es:
g(x) g(x) g(x) gl(xm)_ aila) - &)
(x) (x,) (x) (x.) g1(x)  g(x)
GG' = g2: 1 g2: 2 g2: 3 &> : " a(n)  gy(x)
gn ('xl) gn (XZ) gn (x3) gn (xm)_ _gl(xm) g2 (Xm)
Deix) Y ax)ex) D &(x)g,(x))
7=l =1 7=l
D eEax)  Dax) D 2(x)g,(x;)
j=1 = j=1

D) g, (x)g,(x))
| j=1 Jj=1

gn('xl)
gn(XZ)
gn(x3)

g,(x,)

que es la matriz cuadrada de orden # de los coeficientes del sistema normal (1). Si se

definen las matrices columna:

G N
C

C= :2 y Y= )’:2
G, Vo

el sistema normal se puede escribir como:

(GG') C=GY

)

Desde el punto de vista del algoritmo computacional, lo mas eficiente es calcular previamente y
almacenar en memoria la matriz G para obtener los coeficientes de la matriz GG’y los términos

independientes GY.

Algoritmo en seudo codigo para ajustar modelos lineales

El siguiente algoritmo permite ajustar el modelo lineal g(x) = C1g(x) + Coga(x) + -+ + C,gu(x)

alos datos (x;, ) (j=1,2,

..., m ) donde se supone que el conjunto {gi, g,..., .} es linealmente

independiente y que m > n. El algoritmo calcula los coeficientes del modelo que minimizan la

desviacion cuadratica:
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D= 'nzi[g(xj)_yj]z

Calcular lamatriz G = [gi(x)] i= 1,2, ..,n;j=1,2,..,m)

Formar la matriz GG’ del sistema normal

Formar la matriz columna Y = [y/]

Formar la matriz de términos independientes GY

Resolver el sistema lineal de n por n (GG') C = GY mediante el método de Gauss
La matriz columna C contiene los coeficientes del modelo ajustado

Terminar

Para muchos modelos lineales importantes la matriz GG’ suele ser mal condicionada, por tanto,
debe utilizarse doble precision en los calculos y trabajar con estrategia parcial de pivote o, mejor
aun, estrategia total. Para evitar el mal condicionamiento puede también utilizarse la idea de
hallar para el espacio G una base {g, 2,..., g,} de funciones ortogonales. Esto introduce un paso
adicional en el algoritmo, pero, a cambio de ello la matriz del sistema (2) es diagonal y su
solucion es inmediata sin necesidad de utilizar el método de Gauss. En la literatura recomendada
al final del capitulo puede encontrar referencias acerca de las familias de funciones ortogonales.

Ejemplo 2

(El siguiente enunciado es el del ejemplo 4 del comienzo del capitulo). En un laboratorio se esta
analizando la resistencia de las barras de acero corrugadas de 12 mm para la construccion. Para
ello se someten 10 muestras de la misma longitud a grandes esfuerzos de tension y se mide la
deformacion sufrida. Los resultados se muestran en la tabla 1 y en la figura 2 se han representado
en un plano 7-s.

T (tension)

. 5,1 7,7 10,8 13,2 15,6 18,1 222 239 263 275
kilonewton

s (deformacion)

s 0,10 0,17 024 030 036 040 053 0,70 0,85 1,03
milimetro

Tabla 2
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—————————————————————————————————————————————— . |
251 | |
-------------------------------------- » ! !
---------------------------- - | | :
20 + ! !
————————————————————— . ! ! ! !
RS T | i i
---------------- o ! ! | |
————————————— P : X i E | |
10t SR | | : :
--------- SR ! i : :
2 I T A R
A S S S BEUES S
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 g(mm)

Figura 3

a) Ajuste un modelo del tipo T =a, +a,s y b) otro del tipo 7' =5, + b;s + b232 para representar el
comportamiento de este material para tensiones en el rango de 0 a 30 kilonewton.

Solucion:

a) Para ajustar a los datos el modelo lineal 7 =a, +a;s se escogeran como funciones base:
) =1y gils)=s

de modo que  T(s) = ao go(s) + a1 g1(s) = ap + ais

Los coeficientes ay y a; se hallan resolviendo el sistema normal:

(gogo)ao + (gog1)ar = go'T
(grgo)ao + (grgdar=gi'T

10 10
donde: gy'go = Zgé(sj) = le= 10

j=1 J=1
10 10 10
g1 =8rg1 =, 8(s))gi(s;) = D ls;= > 5,=4,68
j=1 j=1 J=1
10 10
grgi= Y gi(s) = D s7=30304
j=1 j=1
10 10 10
g T=2 8(s)T, = D 1T;= 3 T,=170.4
J=1 J=1 j=1
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10 10
gT=Y g(s)T;, = Y s,T;=100,403
Jj=1

J=1
Entonces, el sistema normal resulta:

10ay+ 4,68a,=170,4
4,68 ay + 3,0304 a, = 100,403

cuya solucion es: ap=5,53
a; =24,595

por tanto, la recta de mejor ajuste sera:
T=5,53+24,585s

b) En el caso del modelo cuadratico T = b, +b;s +b,s* se pueden tomar las funciones base

2 =1 @@)=s y @s)=5

y los coeficientes by, b, y b, se calculan mediante el sistema normal:

(g0°80)bo + (g0'g)b1 + (go'g2)b2 = go'T
(g1'go)bo + (g1'g)br + (grg2)b =g’ T
(g2:80)bo + (g2:g1)b1 + (g282)b = &' T

Esto es:

10by +| Y5, by + isf bz=irj
Jj=1 j=1

(i@/}bo‘* ZSf b, + lzolsf bzzis(/fi
Jj=1 J=1 J=1

j=1
10 10 10 10
2 3 4 _ 2
ZS/ b + ZSJ by + ZS./ bz_zsz/
j=1 =1 j=1 j=1

Una vez calculadas las sumas, el sistema queda:

10b, + 4,68b, +3,0304b, =170,4
4,68b, +3,0304b, +2,35612b, =100,403
3,0304b, +2,356125, +2,02127b, = 73,1248

Cuya solucion, mediante el método de Gauss, es:

by =—-0,63
by =155,955
b, =-28,100

Luego, el modelo cuadratico de mejor ajuste sera:
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T=-0,63+55955s—28,15¢

En la figura 3 se muestran los puntos experimentales y los dos modelos ajustados.

Figura 3

Ejemplo 3

Plantee el sistema normal de ecuaciones para ajustar el modelo y=ay+aix + ;e * tassenx a

un conjunto de datos (x;, ),/ =1, 2, ..., 50.
Solucion:

Tomando como funciones base:

go(s) =1
gi(s) =x
gAs)=e”
g3(s) =sen x

se tiene el sistema normal:

(go'go)ao + (gog)ar + (gog2)ax + (go°g3)as = goy
(grgo)ao + (grgDar + (grrg2)ax + (grgsas = gy
(g2:80)a0 + (grgnar + (grg)ar + (g2g3)as = &y
(g3:go)ao + (g3g)ar + (g3g2)ax + (g3°g3)as = g3y

Esto es:
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50 50 50
“x
50a, + X, |a, + e’ la,+ senx, la, = ) x,
0 J 1 2 J 3 J
i j=1 Jj=1

=1

j= Jj=1
50 50 50 50
2 X _
ij a, + ij a, + ije a, + Zx senx; la; =) Xy,
Jj=1 Jj=1 Jj=1 J=1
50 50 50 5
e la, + xe 7 la + e g, + i senx; |a eV
0 j 1 2 3= y,
j=1 j=1 Jj=1 J=1
50 50 50 50
z 3
2senxj a, + ij senx; |a; + Ze senx; |a; + sen’ X; las =) y;senx;
7=l 7=l

Ajuste de modelos no lineales mediante cambios de variables

Cuando el modelo que se necesita ajustar no es lineal respecto a sus parametros, el problema se
hace mucho mas complicado. No obstante, existen formas de abordarlo, algunas que brindan los
valores exactos de los parametros del modelo, otras que ofrecen una solucion aproximada.

En algunos casos, el modelo no lineal se puede linealizar mediante cambios de variables y,
entonces, se aplica al modelo linealizado el procedimiento de las ecuaciones normales. Aunque
esta forma de proceder no ofrece los valores exactos de los parametros que optimizan el sistema
original, la solucion que se obtiene suele ser bastante aproximada y, por lo general, siempre que
esta variante es posible, se prefiere a otros métodos exactos pero mas complicados. A

continuacion se muestran algunos modelos no lineales y los cambios de variables que los
convierten en lineales.

a) y=ab)y
Aplicando logaritmos: Iny=Ina+ (Inb)x
Haciendo Y=Iny, K;=Ina, K,=Inb el sistema se reduce a:
Y=K,+ Ky

que es un modelo lineal, el cual se ajusta a los datos modificados: (x;, ¥;) donde Y; = In y;
paraj=1, 2, ..., m. Una vez conocidos K, y K>, los pardmetro a y b se hallan como:

b) y=ax’
Aplicando logaritmos: Iny=1Ina+ b(In x)
Haciendo Y=Iny, X=Inx, K;=Ina, K,=b elsistema se convierte en:

Y:Kl +K2X
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que se trata de un modelo lineal en las variables X e Y, el cual se puede ajustar a los datos
transformados: (X}, ¥;) donde X;=1Inx;y ¥;=Iny;paraj =1, 2, ..., m. Hallados K,y K>, los
parametro a y b se determinan sin dificultad.

b
c) y=a+—
X

Se convierte en un modelo lineal si se define la variable: X = l . Resulta el modelo lineal:
X

y=a+bX

: 1

el cual es ajustado a los datos transformados (Xj, y;) donde X, =— paraj=1,2, ..., m.
X
J

1
d =
)Y ax+b
Se puede escribir como i =ax+b
y
Llamando Y = s , queda: Y=ax+b
y

que es un modelo lineal, el cual se debe ajustar a los datos modificados (x;, ¥;) donde

1 .
Y, :f paraj=1,2, ..., m.
J

e) S
4 ax+b
El cual se puede expresar como 1 - b =a +é
y X X

Haciendo X = 1 y Y= i el modelo se reduce a la forma lineal:
X y
Y=a+bX

que se ajusta a los datos (X}, ¥;) donde X, =i y Y =L paraj=1,2, ..., m.
iIT A

J J
Ejemplo 4

Cuando un condensador de C farad con una carga de ¢ coulomb se descarga a través de una
resistencia de R ohm, como se muestra en la figura 4, la corriente de descarga, en ampere, viene
dada por

i=4 e_ﬁt

" RC

donde ¢ es el tiempo, medido en segundos, a partir del comienzo de la descarga. Determine los
valores de g y la constante RC a partir de los datos de la corriente de descarga medida en cinco
instantes y que muestra la tabla 3.
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Amperimetro C)

Solucién:

Para simplificar, se llamara:

R C
1 |
L ;
i(?)
<
t=0
Figura 4
a:i y b:—L
RC RC
i=ae”

con lo cual el modelo a ajustar es:

Aplicando logaritmos:

Introduciendo las nuevas variables:

se obtiene el modelo lineal:

El cual serd ajustado a los datos transformados (#;, y;) donde y; =

Las funciones basicas seran:

Ini=Ina+bt

=lni y c=Ina

y

=c+bt

g =11y ga@®=t

y el sistema normal de ecuaciones:

Es decir:

(go'go)c + (gg1)b = goy
(grgo)c+(grg)b=giy

Pz
ez

J i i)

1 0,1 1,228
2 0,2 1,005
3 0,3 0,823
4 0,4 0,674
5 0.5 0.552

Tabla 3
Ini(t) j=1,2,3,4,5 (tabla4).

4 i) y-lni)

1 0,1 1,228 0,205387

2 0,2 1,005 0,004988

3 0,3 0,823 —0,194799

4 0,4 0,674 —0,394525

5 0.5 0.552 —0.693147
Tabla 4
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Después de calcular las sumas indicadas, se obtiene:

S5c+1,5b =-0,973172
1,5¢+ 0,55 b=-0,491817

y de aqui: c=0,404979 y b=-1,998701
apartirde csehalla  a=¢"=1,499271

El modelo ajustado para la corriente de descarga sera:

i =1,499271¢ %701

Como a=——y b= L , resulta:
RC RC

9 _1,499271 _L=—1,998701
RC RC

y de aqui: RC =0,500325 segundos y ¢ =0,750123 coulomb

Ajuste numérico de modelos no lineales

El procedimiento de linealizar un modelo para calcular aproximaciones a los parametros no
siempre es posible. En estos casos hay otras dos formas de proceder. Una de ellas es minimizar
numéricamente la funcion desviacion cuadratica mediante alguno de los métodos que se
estudiaran en el capitulo 6. Aunque este es el enfoque mas recomendado, su estudio queda
pospuesto para ese momento.

El otro enfoque es calcular las derivadas parciales de la funcion desviacion cuadratica, igualarlas
a cero y resolver el sistema de ecuaciones no lineales que resulta. Por esta via suelen aparecer
sistemas no lineales muy complejos, cuya solucion numérica puede ser muy problematica. Sin
embargo, en algunos casos simples la solucion numérica es factible e, incluso, a veces se puede
reducir el sistema no lineal a una sola ecuacion no lineal, la cual se puede resolver por algunos de
los métodos estudiados en el capitulo 2. Por esta via, a modo de muestra, se resolvera el ejemplo
4 de las paginas anteriores.

Ejemplo 5

Ajuste el modelo i =ae” (vea el ejemplo anterior) a los datos de la tabla 3, sin linealizarlo.
Solucién:

La desviacion cuadratica viene dada por la expresion:

J=1
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Derivando parcialmente respecto a @ y a b, e igualando a cero:

Dividiendo la primera ecuacion por 2, la segunda por 2a y separando cada suma:
S >
o _ Z o=
az e e’ =0 4)
J=1 J=1

2bt, . bt
athe g —sztje V=0 ®)]

5 5
. .y .. 2bt ; <7 2bt ;
Si la ecuacidn (4) se multiplica por E t;e”’ , laecuacion (5) por E e’ y se restan las
j=1 j=1
ecuaciones resultantes, el parametro a desaparece:

b, 2 2 b b
. t t I . .
J J J J —
E ie E L€ E e E ijte (6)
j=1 j=1 ' '

y el sistema queda reducido a una ecuacidon con una sola incognita: b. Evaluando las sumas para
varios valores de b se concluye que en el intervalo [-2, 0] la ecuacion tiene una raiz. Aplicando
en este intervalo el método de biseccion (esto requiere la confeccion de un pequefio programa) se
determiné con seis cifras decimales exactas el valor de » =—-1,999357. De cualquiera de las
ecuaciones (4) o (5) se halla el parametro a = 1,499527. Comparese estos valores con los
obtenidos por el método aproximado del ejemplo 4 (b =-1,998701 y a = 1,499271) que difieren
de estos en menos de una milésima.

Ejercicios

1. Ajuste a los datos de la siguiente tabla, polinomios de grados 1, 2 y 3. Determine para cada
uno la desviacion cuadratica obtenida y verifique como la desviacion cuadratica es mucho
menor en el polinomio de grado 2 que en el de grado 1, pero que, sin embargo, no disminuye
significativamente en el polinomio de grado 3. ;Qué conclusion obtiene de este resultado?

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
X; 0 0,5 2 3 3,5 | 45 5 6 7 7,7 8,5
yi | 27,8 1225|129 | 93 6,8 81 86 | 11,2 | 17,9 | 21,6 | 31,3
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Con vista a determinar la velocidad mas economica de un tipo de automoévil de pasajeros, se
mide, para diferentes velocidades de conduccion, cuantos kilémetros recorre por litro de
gasolina. Los resultados se muestran en la tabla que sigue. Ajuste un polinomio de segundo
grado y halle después para qué velocidad se hace minimo el consumo (o maximo los
kilémetros por litro).

Velocidad (km/h) 30 | 40 50 60 70 80 90 | 100
km/litro de gasolina | 9,2 | 9,7 | 9,9 10 | 98 | 94 | 88 | 8,1

Cuando un cuerpo sélido se mueve a través de un fluido viscoso se produce sobre aquel una
fuerza f, que se opone al movimiento (fuerza resistiva) y que depende de la velocidad del
cuerpo. Con vista a esclarecer esta dependencia, se efectia un experimento en el cual un
cuerpo se hace mover a diferentes velocidades a través de un medio viscoso y se mide la
fuerza de friccion. Los resultados obtenidos se muestran en la siguiente tabla. Halle el

modelo del tipo f, =" que mejor se ajusta a estos datos.

Velocidad (m/s) 1 2 3 4 5
Friccion (newton) 50 153 293 464 663

Se sabe que existe una relacion entre el nivel de lluvias caido durante un afio y la altura
sobre el nivel del mar, correspondiendo, por regla general, mayores precipitaciones a los
lugares mas altos. Para cuantificar este fendmeno se cuenta con los datos de lluvia de la
tabla 5, registrados por pluvidometros ubicados en lugares a diferentes altitudes en la region
de la Sierra Maestra al oeste de Santiago de Cuba. Determine que relacion lineal aproximada
existe entre estas variables.

Zona Altitud Precipitacion ~ Zona Altitud  Precipitacion
(m) anual (mm) (m) anual (mm)
Batey Mabay 60 1290 Macuba 320 1660
El molino 80 1290 Los Lajiales 380 1625
Batey América 100 1310 Oro de Guisa 560 1780
El Alcazar 180 1310 Las Coloradas 420 1840
Maravilla 160 1330 Buena Vista 555 1910
Las Mantecas 160 1400 Duaba 600 1940
Las Pozas 325 1420 Cana Brava 700 2190

Cruce de los bafios 160 1510

Tabla 5

El tiempo que se necesita para detener un vehiculo es mayor mientras mayor es la velocidad
a la que circula y, por tanto, mayor sera la longitud L que recorrera desde que el conductor
descubre un hecho peligroso hasta que el vehiculo queda inmévil. En un codigo de vialidad
y transito se brinda la siguiente tabla. Ajuste un polinomio de segundo grado a estos datos y
determine a qué velocidad circulaba un automoévil que recorrié 70 metros antes de detenerse.
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Velocidad (km/h) | 30 40 50 60 70 80 90 | 100 | 120
L (m) 11,6 | 18,3 | 26,1 | 349 | 47,3 | 60,1 | 75,0 | 91,4 | 130

La resistividad R de un material conductor de electricidad, se define como la resistencia
eléctrica de un conductor de una unidad de longitud y una unidad de area en su seccion
transversal. En ingenieria eléctrica se suele medir en ohm'mm”/m. La resistividad de la
mayoria de los metales aumenta con la temperatura. Esta dependencia se puede representar
aproximadamente por la relacion:

R, =R,(1+0aAt)

donde: R;: Resistividad a la temperatura ¢

Ry: Resistividad a la temperatura £,

o Coeficiente térmico de la resistividad

At t—1g
Determine los coeficientes Ry y a correspondientes al cobre a la temperatura 7, = 20 °C a
partir de las siguientes mediciones:

Temperatura (°C) 22 24 25 27 28 30

Resistividad
(ohm'mm®*/m)

0,01764 | 0,01778 | 0,01784 | 0,01798 | 0,01805 | 0,01818

Los datos que muestra la tabla 6 corresponden a la entrada mensual de grupos turisticos a las
instalaciones de una empresa hotelera durante los dos ultimos afios. Se desea realizar un
pronostico acerca de la afluencia de grupos turisticos en el afio siguiente y para ello se
utilizara el modelo:

y=a+bt+ccosgt+dsengt

donde t: meses contados a partir del primer dato de la tabla 6
y: Grupos turisticos que llegaron en el mes ¢

Ajuste el modelo a los datos, represente en un mismo sistema coordenado los datos y el

modelo ajustado y pronostique cuantos grupos turisticos llegaran en primer trimestre del afio
proximo.
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10.

Mes Primer afio Segundo afio

Enero 954 968
Febrero 869 928
Marzo 832 873
Abril 634 665
Mayo 476 L?
Junio 379 L?
Julio 591 675
Agosto 571 642
Septiembre 472 578
Octubre 553 703
Noviembre 608 623
Diciembre 797 882
Tabla 6

Siguiendo un procedimiento similar al del ejemplo 5, elabore una algoritmo en seudo codigo
para ajustar el modelo no lineal:
y=ax"

a un conjunto de datos: (x;, y)j =1, 2, ..., m.

Por analisis teoricos se sabe que el flujo de un liquido a través de una tuberia depende de la
pendiente de la misma, segin un modelo del tipo:

O=as"

donde s es la pendiente de la tuberia y a y b son parametros a determinar. Mediante
experimentos se han obtenido los siguientes datos:

Experimento 1 2 3 4 5 6 7 8
Pendiente 0,001 | 0,003 | 0,007 | 0,01 0,02 | 0,03 0,05 0,06
Flujo (m?/s) 0,80 1,45 230 | 2,75 4,00 5,00 6,55 7,25

a) Utilice el algoritmo elaborado en ejercicio 8 para ajustar el modelo.

b) Aplique logaritmos para linealizar el modelo y, mediante cambios de variables, obtenga
ayb.

¢) Compare los resultados obtenidos en a) y en b).

Cuando un cuerpo es calentado, su densidad cambia. La densidad a la temperatura ¢ viene
dada por la formula:
8, = _ %
1+B(—1¢,)
donde 8o: Densidad (g/cm’) a la temperatura f, de referencia
B: Coeficiente de expansion volumétrica (1/°C)
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Con vistas a determinar las constantes 8, y B para el acido nitrico a 20 °C, se midio la
densidad a diferentes temperaturas y se obtuvo:

t(°C) 19 21 24 25 28 30 32 35
§ (g/em®) | 1,5102 | 1,5098 | 1,5093 | 1,5091 | 1,5085 | 1,5081 | 1,5077 | 1,5072

Linealice el modelo y, mediante cambios de variables, determine aproximadamente,
los parametros 8, y B.

Otras lecturas recomendadas

El tema de aproximacion funcional es sumamente amplio y en €l existen multitud de aspectos
utiles e interesantes, muchos de los cuales no han podido ser tratados en este texto, dado su
caracter introductorio.

Solamente han sido estudiados dos criterios de aproximacion: la interpolacién y el ajuste de
curvas; sin embargo existen otros muy importantes, sobre todo el conocido como criterio
minimax y el criterio de Taylor. En el criterio minimax la distancia entre una funcion y su funcion
aproximante se toma como la maxima diferencia entre las imagenes correspondientes para un
cierto conjunto de definicion y la aproximacion optima sera aquella que minimice esta distancia;
para el caso en que las funciones aproximantes sean polinomios existen algoritmos aproximados
que resuelven el problema con eficiencia y la exactitud deseada, pero el tratamiento requiere de
mucho mas espacio y tiempo del que se dispone en un curso introductorio. El lector interesado
puede consultar “Computing Methods” de 1. S. Berezin y N. P. Zhidkov o también “Introduction
to Numerical Analysis” de K. E. Atkinson. En el criterio de aproximacion de Taylor la
proximidad entre dos funciones viene dada por la coincidencia en un punto de referencia de una
mayor o menor cantidad de derivadas; se estudia a un nivel elemental en los cursos de Calculo
Infinitesimal empleando como funciones aproximantes los polinomios de Taylor; muchos de los
métodos numéricos tratados en este libro estan basados en esta forma de aproximacion, la cual se
supone conocida del lector. En cursos mas avanzados se utilizan las funciones racionales de Padé
que demuestran ser una via mas eficientes a la hora de evaluar una funcion aproximante. El
estudio de las funciones de Padé para implementar el criterio de Taylor puede ser consultado en
muchos libros de Analisis Numérico, entre ellos: “First Course in Numerical Analysis” de A.
Ralston.

Los métodos de interpolacion tratados en el libro pueden ser ampliados en varios sentidos. Tanto
el método de Lagrange como el de Newton dan lugar a formulas mucho més simples cuando los
nodos de interpolacion estan ordenados (en forma creciente o decreciente) y son equidistantes. En
el caso del método de Newton, aparecen entonces los conceptos de diferencia finita hacia delante,
diferencia finita hacia atras y diferencia central y existen varias formulas para realizar la
interpolacion mediante estos tipos de diferencias. En los cursos de Matematica numérica de
algunos afios atras, el tema de interpolacion polinomial era tratado mucho mas ampliamente
debido a que la necesidad de realizar los célculos manualmente obligaba a la busqueda de muchos
algoritmos que abordaban casos particulares, con el objetivo de hacer las operaciones aritméticas
mas sencillas (evitar las multiplicaciones y divisiones) y disminuir las equivocaciones. El tema se
encuentra tratado ampliamente en el libro “Computacional Mathematics” de B. P. Demidovich e
I. A. Maron.
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El problema de interpolacion puede combinarse con el criterio de proximidad de Taylor
exigiendo que en los nodos de interpolacion la funcién original y la aproximante coincidan no
solo en valor sino en una o varias derivadas; este es conocido como el criterio de aproximacion de
Hermite. El lector interesado en este enfoque puede consultar la obra de Atkinson antes citada o,
con mas amplitud, en el libro de Berezin y Zhidkov también citado mas arriba.

Aqui se han utilizado como funciones interpoladoras los polinomios y los splines ctbicos, pero
otras funciones podrian ser empleadas, en particular las trigonométricas y las exponenciales. La
interpolacion también puede extenderse a funciones de mas de una variable. Aunque el problema
puede muchas veces ser reducido a realizar varias interpolaciones unidimensionales, se han
desarrollado algoritmos para el tratamiento general en funciones de n variables, los cuales, por su
complejidad y uso menos frecuente, han sido excluidos de este libro. Ambos temas pueden ser
consultados en la enciclopédica obra ya citada de Berezin y Zhidkov.

En muchas ocasiones los nodos de interpolacion estan predeterminados por el problema que se
esta resolviendo, pero en otras ocasiones, el analista puede decidir el valor exacto donde desea
tomarlos. El problema de ubicar los nodos de la mejor manera posible (minimizando el maximo
error de interpolacion) esta tratado en muchos textos, vinculado con el tema de los polinomios de
Chebyshev. Los lectores motivados por este asunto encontraran una buena referencia, a un nivel
elemental en “Elementary Numerical Analysis” de S. D. Conte y, con mas profundidad en el texto
de Atkinson, ya citado.

Aunque en este libro el tema de las funciones spline para la interpolacion esta tratado con una
relativa amplitud para un texto de caracter elemental, muchos aspectos no han sido tocados. En
particular, el error de interpolacion el cual puede ser consultado en muchos lugares, entre ellos en
el libro, varias veces citado, de K. E. Atkinson. Un enfoque mucho mas general y amplio de los
splines, no solamente como funciones interpoladoras, sino para el ajuste y para el disefio grafico,
construido sobre el enfoque de las funciones spline basicas (B-splines), esta contenido en el
excelente informe técnico “DT_NURBS Spline Geometry Subprogram Library Theory
Document”, Version 3.6, preparado por Boeing Shared Services Group y editado por Naval
Surface Warfare Center, Carderock Division.

El tema del ajuste de modelos no lineales como un problema de optimizacion de varias variables,
ha sido pospuesto para el capitulo 6, como una aplicacion de las técnicas numéricas de
optimizacion. En el caso de los modelos lineales, el uso de polinomios ortogonales como
funciones bésicas no se ha contemplado en el texto. La teoria y practica de este tipo de técnica
puede consultarse a un nivel basico en la obra de A. Ralston antes citada y, con mas profundidad,
en la obra clasica: “Analysis of Numerical Methods” de E. Isaacson y H. B. Keller.

Principales ideas del capitulo

»  Los problemas de aproximacioén de funciones aparecen en la teoria y en la practica con gran
frecuencia; bien porque no se conoce una expresion analitica para la funcion f{x), sino
valores aislados f{x,), f(x»), ..., f{ix,) de la misma o porque su expresion exacta es muy
complicada, y se necesita disponer de una expresion mas simple que permita, aunque sea de
manera aproximada, evaluar la funcion en valores de x necesarios.

=  Sise conocen los valores que toma la funcidén f{x) en los n + 1 puntos diferentes x, x,..., X,
(Ilamados nodos de interpolacion), el problema de interpolacion consiste en hallar una
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funcion g(x) cuyos valores puedan ser calculados para cualquier x en un intervalo que
contiene a xo, X1,..., X,, y de manera que g(x;) =flx;)) parai=0,1,2,...,n.

A la diferencia entre la funcion interpolada y la interpoladora se le llama error de
interpolacion y se denota R(x).

El error de interpolacion depende del punto x en que se interpole; es cero si x es un nodo de
interpolacion y, por lo general, aumenta a medida que x esta mas distante de los nodos. En
particular, el error de interpolacion suele ser mucho mayor (en valor absoluto) en los casos
de extrapolacion que de interpolacion.

Para n + 1 nodos de interpolacion diferentes xy, xi,..., X, y una funcién f que toma valores
yo =f(x0), Y1 =fx1), ..., vo = fix,), existe uno y solo un polinomio interpolador de grado
menor o igual que 7.

Si f{x) es derivable n + 1 veces en un intervalo cerrado / que incluye a los nodos de
interpolacion xo, xi,..., x, del polinomio interpolador p(x) y al nlimero x, entonces existe en /
al menos un valor c tal que, el error de interpolacion en x es:

R(x) =%(x—xo)(x—xl)-“(x—xn)

La férmula de interpolacion de Lagrange se basa en la expresion:

Pp(x) = yoLo(x) + yiLi(x) + -+ + y,L,(x)

donde: L (x)= (x—x)(x—xp) - (x—x, )X —x;) - (x—x,) i=0,1,2, .0
(= 2%0)(x; =)=+ (o6 =X, )G = %1) (3 = x,0)

La interpolacion polinomial no debe usarse como una técnica global para representar a una
funcién en un intervalo grande utilizando muchos nodos, todo lo contrario, se trata de un
procedimiento para aproximar /ocalmente una funcion mediante un polinomio.

Las diferencias divididas de una funcion f{x) definida en los numeros diferentes xo, x1,..., X,
de cualquier orden & se definen recursivamente como:

f[xoﬂxl""’xk]z f[xlaXZa""xk]_f[XO’xla"':xk—l] k= 1’ 2’ 3’.”’”

X =X

donde la diferencia de orden cero es f[x] =f(x)

El método de interpolacion de Newton se basa en la formula:
P ()= P, (0)+ R, (x)
donde: En (x)= f[xo,x1 yeees Xy X0 ](x—xo)(x —x;) - (x—x,)

es una estimacion del error de interpolacion de p,(x).

Las diferencias divididas de orden m de un polinomio de grado m son constantes (es decir,
no dependen de los nodos seleccionados) y las de orden mayor que m son nulas.
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Una funcion spline es una funcion polinomial por tramos que es continua y posee derivadas
continuas hasta un cierto orden. Ademas de las condiciones de continuidad y suavidad, el
spline debera satisfacer algunas otras condiciones adecuadas al problema que se desea
resolver.

El spline cubico interpolador, para el tramo x; < x < x;41, viene dado por

VM, +u’M,,, L Wit Wi h(vM, +uM )

SO0 = I 6
donde: U=X—X;
V=X — X

y los niimeros M;, i = 0, 1, ..., n se calculan resolviendo un sistema lineal de ecuaciones con
diagonal predominante cuya estructura es diferente para el spline natural, anclado o
periodico.

El problema del ajuste de curvas consiste, en encontrar aquella funcion g de la familia G que

se aproxime “lo mejor posible” a los datos (x;, ;) (j =1, 2, ..., m) lo cual significa hacer
minima la desviacion cuadratica:

D= Z[g(xj)—yj]z
Jj=1
Cuando el modelo a ajustar es lineal, es decir, del tipo:
g(x) = Cig1(x) + Coga(x) + -+ + C,gu(x)

entonces los parametros se hallan resolviendo el sistema normal de ecuaciones:

(g -g)C +(g-g)C,++(g-2,)C, =gy
(g, 8)C +(gy-8)C, +-+(g,78,)C, =g,y

(g, &) +(g, 8.)C ++(g, 2)C, =g,y

donde fg=Y f(x)e(x)
=]

Cuando el modelo a ajustar no es lineal el problema se puede resolver aproximadamente a
veces linealizando el modelo, o bien resolviendo el sistema no lineal de ecuaciones que
surge de igualar a cero las derivadas parciales de la desviacion cuadratica, o bien resolviendo
numéricamente el problema de minimizar la desviacion cuadratica, como se vera en el
capitulo 6.
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Auto examen

1. (En qué consiste el problema general de la aproximacion de funciones y, en particular, el
problema de interpolacion?

2. Oftrezca dos ejemplos practicos de problemas de aproximacion funcional: uno que deba ser

resuelto por interpolacion y otro por ajuste de curvas.

3. Setienen los valores de una funcion f{x) en cuatro nodos de interpolacion. Diga cuales de las

siguientes afirmaciones son verdaderas y cuales son falsas y porqué.
a) Existen infinitos polinomios de grado menor o igual que dos para dichos nodos.

b) Hay uno y solo un polinomio de grado tres para dichos nodos.
¢) Pudiera haber un polinomio interpolador de grado menor o igual que 5, pero no se

puede asegurar.

4. Halle un polinomio interpolador de grado 2 que represente a la funcion Senx

[<1, 1]. Dé una cota del error de interpolacion.

5. (A qué se llama un spline cubico interpolador?

en el intervalo

6. Plantee los sistemas de ecuaciones necesarios para determinar los splines ctibicos naturales
que permitan obtener una curva paramétrica con la forma de la figura que sigue:

7. El consumo eléctrico en un domicilio depende de muchos factores pero fundamentalmente
de la época del afio. Proponga un modelo lineal que sea adecuado para ajustarse a los datos
mensuales de consumo eléctrico (en kilowatt-hora). Ajuste el modelo propuesto a los datos
de consumo eléctrico de su casa en los ultimos 24 meses (los recibos que conserve) y utilice
el modelo para pronosticar el consumo del mes proximo.

8.  Ajuste a los datos que siguen los modelos no lineales biparamétricos y=ax” e y=ab".

Determine cual de los dos se ajusta mejor a los datos.

X

1

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

1,7

1,8

1,9

2

Y

5,1

5,4

5,7

6,0

6,3

6,6

7,0

7,4

7,8

8,2

8,7

9. Explique tres formas de resolver el problema de ajustar un modelo no lineal a un

conjunto de valores experimentales.
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