CAPITULO 7 Matematica Numérica, 2da Edicién
Manuel Alvarez, Alfredo Guerra, Rogelio Lau

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Objetivos
Al finalizar el estudio y la ejercitacion de este capitulo, el lector debe ser capaz de:

e  Utilizar adecuadamente la terminologia propia del tema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

e  Identificar problemas de condiciones iniciales y de condiciones de frontera.

e  Comparar los métodos analiticos y los métodos numéricos que se utilizan para resolver
ecuaciones diferenciales.

e  Describir el concepto de campo de direcciones de una ecuacion diferencial de primer orden.

e  Analizar las caracteristicas mas sobresalientes de las soluciones de una ecuacion diferencial de
primer orden a partir de la observacion del campo de direcciones.

e  Describir el concepto de ecuacion diferencial estable y de método numérico estable para
resolver una ecuacion diferencial.

e Interpretar geométricamente los métodos de Euler y de Runge — Kutta.

e Describir los métodos de Euler, Taylor y Runge — Kutta de orden 2 y 4 y Adams, su error de
truncamiento y su estabilidad.

e  Describir los conceptos de método de paso simple y de método de paso multiple.

e  Explicar la deduccion de las formulas de Adams — Bashforth y de Adams — Moulton.

e  Explicar el concepto de método predictor — corrector y ejemplificarlo mediante los métodos
predictor — corrector de Adams.

e  Aplicar los métodos de Euler, Runge — Kutta y Adams a la solucion de ecuaciones
diferenciales de primer orden.

e  Describir el concepto de problema de Cauchy de orden m.

e Describir los algoritmos de Runge — Kutta adaptados a la solucioén de problemas de Cauchy de
orden m.

e  Resolver ecuaciones diferenciales de orden superior con condiciones iniciales, mediante su
transformacion en problemas de Cauchy.

e  Describir los pasos generales para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones
de frontera mediante el método de los disparos.

e  Analizar los algoritmos en seudo c6digo correspondientes a todos los métodos estudiados en el
capitulo.

e  Modelar problemas sencillos que conducen a ecuaciones diferenciales ordinarias con
condiciones iniciales o de frontera.

7.1 Introduccion

Conceptos iniciales

Como se recordara de cursos previos, una ecuacion diferencial es aquella en la que aparecen
derivadas. Cuando hay una sola variable independiente respecto a la cual se plantean todas las
derivadas, entonces las derivadas se llaman ordinarias y también la ecuacion diferencial. Una gran
cantidad de leyes fisicas, biologicas, econdmicas, geométricas, etc., se plantean en forma concisa
mediante una ecuacion diferencial ordinaria o un conjunto de ellas. Algunos ejemplos sencillos de
ecuaciones diferenciales ordinarias son:
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Por supuesto, pueden diferir los nombres de las variables, el orden (dado por la derivada de mayor
orden), el nimero de ecuaciones simultaneas, etc. En cualquier caso, el problema mas importante
que se presenta, una vez que la ecuacion ha sido planteada, es hallar su solucion. Se entiende por
solucion, una funcién (o un conjunto de funciones si se trata de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias) que exprese la relacion que debe existir entre las variables, de modo que la
ecuacion diferencial se satisfaga.

Ejemplo 1
Compruebe que y = %x“ +C, e y=C,e**, donde C, y C, son constantes reales, son soluciones,

. . d d
respectivamente, de las ecuaciones D _ y Dy y

dx dx

Solucidn:

. . d . .
Si y= %x“ + C, basta derivar para obtener d_y =x" independientemente del valor de C,. Asi que,

x
para cualquier constante Cy, y = %x“ + C, es solucion de la ecuacion diferencial ordinaria d_y =x.
X

En el segundo caso, al derivar y = CzeZJr se obtiene:

dy 2x 2x

—=2C,e”" =21Ce™" )=2

dx 2 ( 2 ) Yy

. L d
Luego, y = C,e*" es solucion de la ecuacién d_y =2y para todo valor de C,.
Ix
|

Tipos de solucion

Usualmente, una ecuacion diferencial ordinaria posee infinitas soluciones que se expresan en una
sola igualdad mediante el empleo de constantes arbitrarias. Asi, las funciones que mostré el ejemplo
1 son las soluciones generales respectivas de las ecuaciones diferenciales que alli se mostraron.

En los cursos sobre ecuaciones diferenciales se prueba que el nimero de constantes arbitrarias
esenciales que aparece en la solucion general de una ecuacion diferencial ordinaria coincide con el
orden de la ecuacion. De esto resulta que, si se desea precisar una unica solucion para una ecuacion
diferencial ordinaria de orden 7, hay que suministrar » condiciones particulares que deba satisfacer
la solucion, de modo que no exista ambigiiedad en la solucion particular que se busca.
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Ejemplo 2

Trace las graficas de varias soluciones particulares de la ecuacion diferencial ordinaria

y, en especial, aquella que satisface y(1) = 2.

Solucidn:

.y . 2 . . .
Como la solucion general viene dada por y = Ce™ , basta asignar a C valores arbitrarios. Tomando,

por ejemplo, C=1,C=2,C=0, C= —% , se tienen las soluciones particulares y = e, y= 2%,

y=0, y= —%ez’“ , respectivamente. Si se exige que y(1) =2, el valor de C debe satisfacer que:

2=Cé?
osea, C=2¢7*=0,27067, y se tiene la solucion:

y=0.27067¢*"

En la figura 6.1 se muestran, aproximadamente, las cinco soluciones particulares halladas.

y=—0.5¢"

Figura 1
Condiciones iniciales y de frontera

Cuando se requiere mas de una condicion particular para determinar la solucion que se desea,
pueden darse dos situaciones muy diferentes:

e Que se especifiquen todas las condiciones particulares para un mismo valor de la variable
independiente (condiciones iniciales).

e Que se incluyan condiciones particulares que debera satisfacer la solucion para dos o mas
valores de la variable independiente (condiciones de frontera).
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2
Q+5Q+6y=x2 +senx
dx? dx

y(h=1

y' (=3

es un problema de condiciones iniciales, mientras que

2
Q+5—y+6y=x2 +sen x
dx’ dx
y()=2
¥(2)=5

es un problema de condiciones de frontera.

La diferencia entre ambos tipos de problema no es trivial. La forma de resolverlos es muy diferente
y, usualmente, los problemas con condiciones de frontera son mucho mas complicados. La mayor
parte de este capitulo se dedicara a problemas con condiciones iniciales y solo al final, se estudiara
un método para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones de frontera.

Limitaciones de los métodos analiticos

Ya en cursos anteriores se han tratado métodos analiticos para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias. Acerca de ellos puede afirmarse que:

e Utilizan operaciones algebraicas, incluyendo la derivacion y la integracion, para obtener la
solucion general a partir de la ecuacion diferencial.

e La solucion particular deseada se halla a partir de la solucion general, buscando valores
adecuados para las constantes arbitrarias.

e (Cada método analitico se ocupa de un tipo especial de ecuacion diferencial ordinaria y es
inaplicable en otros casos.

e A pesar de la diversidad de métodos analiticos, la mayoria de las ecuaciones diferenciales
ordinarias no puede resolverse por esta via.

Una gran cantidad de problemas se pueden modelar mediante ecuaciones diferenciales ordinarias
que pueden resolverse analiticamente; en otros casos es necesario simplificar e incluso ignorar
aspectos importantes, con tal de poder aplicar posteriormente un método analitico. En otras no
pocas situaciones, las ecuaciones obtenidas no se pueden resolver analiticamente. A continuacion se
muestran algunos ejemplos clasicos.

Ejemplo 3: El péndulo simple

Considérese un cuerpo de masa m que cuelga de un soporte fijo mediante una cuerda de longitud L.
Se suponen condiciones perfectamente ideales:

e La cuerda es perfectamente flexible.

e La cuerda no tiene masa.
e El aire no ejerce ninguna resistencia al movimiento del péndulo o la cuerda.
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En estas condiciones, el péndulo se separa un angulo 6, de la posicién de reposo y se suelta en el
instante ¢ = 0. Se quiere conocer como cambia el angulo 0 de deflexion a lo largo del tiempo.

Solucion:
En un instante cualquiera ¢ > 0 el péndulo ocupara una posicion 0 (figura 2 a) y sobre él estaran

actuando dos fuerzas externas: la atraccion gravitacional mg y la fuerza de tension 7 de la cuerda
(figura 2 b).

Figura2 a Figura2 b

Tomando un eje x en el péndulo, tangente a su trayectoria (perpendicular a la cuerda), la segunda
ley de Newton conduce a:

—mgsen0=ma,

donde a, denota la aceleracion tangencial del péndulo. Si se tiene en cuenta las leyes del
movimiento circular:

2
a, =La]—2e
dt

ya que L es el radio de la circunferencia que el péndulo describe. Queda entonces la ecuacion:

d*o
—gsen0=L——
& dt?

que es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden.
A pesar de la apariencia sencilla de esta ecuacidn, su solucion no se puede expresar en términos de
funciones elementales y, por tanto, no es posible obtenerla por métodos analiticos. Si el analisis se

limita a angulos de deflexion muy pequeiios, en los cuales la aproximacion

sen~0
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introduzca un error permisible, la ecuacidn se simplifica considerablemente y se puede encontrar
una solucion por la teoria de las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes; pero
esto solo permitiria considerar casos en los que el péndulo no se aleje mas de cinco o seis grados de
la posicion de reposo.

Para que el problema del péndulo simple quede completo hay que afiadir dos condiciones iniciales
(la ecuacion es de segundo orden) que estan establecidas en el enunciado del ejemplo. El problema

quedaria asi:

Hallar 6(t) para ¢ > 0 tal que:

d*o

—gsen0=L——

& dt?
0(0)=6,
0'(0)=0

donde L y g son constantes conocidas. Este problema sera resuelto al final del capitulo.
Ejemplo 4: Depredadores y presas

A principios del siglo XX, el matematico italiano Vito Volterra (e, independientemente el
norteamericano de origen austriaco, A. J. Lotka) estudio la dindmica de un sistema bioldgico muy
simple en el cual interactiian dos especies, que se llamaran depredadores y presas. Se supone las
siguientes condiciones ideales:

e Ambas especies conviven en una region cerrada (un bosque, un lago, una isla) de modo que no
llegan individuos nuevos, ni salen. El crecimiento y decrecimiento solo es causado por
nacimientos y muertes.

e Las presas viven del medio ambiente, que se supone puede sostener una poblacion ilimitada de
presas. El tnico factor que limita el crecimiento de la poblacion de presas es su depredador. En
ausencia de depredadores, la poblacion de presas creceria sin limite.

e Los depredadores solo se alimentan de las presas. En ausencia de presas, la poblacion de
depredadores desaparece.

Considérense las funciones del tiempo:

x(#): nimero de presas en el instante ¢
y(f): nimero de depredadores en el instante ¢

En ausencia de depredadores (y = 0) las presas aumentan segun la ecuacion:

dx

—=ax
dt

donde a > 0 representa la tasa de crecimiento natural de la especie, la cual tiene en cuenta la tasas
de natalidad y de mortalidad.

En ausencia de presas (x = 0) la poblacion de depredadores decrecera con una rapidez proporcional
al nimero de individuos:
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dy
— =—C
a7

donde ¢ > 0 es la taza de decrecimiento. Six >0 e y > 0, la probabilidad de que un depredador y una
presa se encuentren sera proporcional al producto xy; como esa probabilidad constituye un factor de
crecimiento para la poblacion de depredadores y de decrecimiento para las presas, es razonable
suponer que

dx
—=ax—bx
di 4
dy
—=—cy+dx
di 34 3%

que se conocen con el nombre de ecuaciones de Lotka - Volterra. Aunque su apariencia es sencilla,
la presencia del término xy hace que el sistema sea no lineal y su solucion analitica no es posible.
Sin embargo, conocidos los pardmetros a, b, ¢, d y las poblaciones x e y en un instante inicial, se
puede determinar numéricamente como variara cada una de las poblaciones. Se pospone la solucion
del problema para la seccion 7.5.

Ejemplo S: La orbita de un planeta

Una de los descubrimientos mas notables de Isaac Newton fue la ley de gravitacion universal. Esta
establece que dos cuerpos de masas m; y m,, cuyos centros de masa estan separados una distancia d,
se atraen con una fuerza F que es proporcional al producto de las masas e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia. Simbolicamente:
km,m,

d2
donde & es la constante de gravitacion universal: k = 6.67-10™ (cm’ / g)s*

F=

Puesto que esta es la tnica ley que rige el movimiento planetario (dentro de los limites de la
mecanica Newtoniana) ella permite conocer como variara la posicion de un planeta respecto al sol,
suponiendo conocidas su posicion y su velocidad en un instante inicial.

Solucidn:

Se tomar4 al sol como punto de referencia y se situara en él un sistema de dos ejes coordenados
coplanar con la orbita del planeta y de modo que el eje x pase por la posicion del mismo en el

instante ¢ = 0.
A

Yy
F Planetaen >0
ro.
Sol J .-~ \a

° & ° >
Planeta X
ent=0

Figura 3
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Considérese ahora el planeta en un instante ¢ > 0 y sea r la distancia que lo separa del sol y a el
angulo que forma el radio vector con el eje x (figura 3). Para simplificar el problema, no se tendra
en cuenta ninguna otra influencia sobre el planeta, que no sea la fuerza F de atraccion del sol.
Aplicando la segunda ley de Newton sobre ambos ejes coordenados, resulta:

{—Fcosa:mpa)r

—Fsenoczmpay

donde m, es la masa del planeta y a, y a, son las componentes de la aceleracion sobre los ejes x e y
respectivamente. Segun la ley de gravitacion universal, las ecuaciones se transforman en:

‘“lsmp dzx
- > COS(XZWIP—2
r dt
2
kmsmp d’y
——Zsenazmp s
r dt

donde (x, y) son las coordenadas del planeta en el instante ¢, por lo cual:

X
cosa=— Sel’lOLZZ r= )Cz+y2
r

r

Esto permite expresar las ecuaciones en términos de x e y:

__km X _d2x
x2+y2 \/x2+y2 dtz
km, y _d’y

— xz 4 y2 \/xz 4 y2 dt2

O sea:
_ hmx d’x
(x2 N yz)a/z dr
kmy —_d’y

(x2 +y2)3/2 T ae

que forman un sistema de dos ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden. Las
condiciones iniciales del problema son la posicion y la velocidad del planeta (respecto al sol) en el
instante ¢ = 0; es decir:

x(0)=r,

y(0)=0
vx (0) = va
v, (0) =y,

Al final del capitulo se estara en condiciones de resolver numéricamente este complicado problema.
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Ejercicios

En las siguientes ecuaciones diferenciales diga su orden y determine si usted podria hallar su
solucion por alguno de los métodos analiticos que conoce. El objetivo de este ejercicio no es que
usted repase todos los métodos analiticos que estudio en cursos pasados para resolver ecuaciones
diferenciales, sino que se convenza de la gran variedad de tales procedimientos y del reducido
numero de ecuaciones que se pueden resolver con ellos; de ese modo apreciara mejor la enorme
generalidad de los métodos numéricos que estudiara.

1. (xz—xy x+(y2 +x2)dy:0

2. (xz—y x+(y2+x2)dy=0

dy 1
3. —+y=—
dx Y X
dy 2 2
4, —=x"+
dx Y

5. Q+l=xy2
dx x

6. (x+2y+Ddx+(x—-3y+2)dy=0

7. —=————y+
dx x? xy 4
d’y  dy
8. —5+4—=tanx
dx dx
2
9. xz%—x%+y=1nx

10. (1-x*)y"—2xy" +n(n-1)y=0

11. y"—(cosx)y'+y* =0

12. £2-y0
En cada uno de los siguientes ejercicios, determine si se trata de un problema de condiciones
iniciales o de un problema con condiciones de frontera.

d’y dy
13. o +IE—6_’y=4t; »(0)=0; y(1)=3
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

3
M_Fﬂ—xz =0;
dr®  dt

dzy
dx?
2

d’y -
—2xy=e",
dx?

x(1)=3;

XH=2; x"(H)=-1

_+3ﬂ—(senx)y=x+y; y(2)=1
dx

y(@)=1 y'(3)=2

Y _grr3yr y2)=-3
dx

dx
dt

@_3d_y:x

dt  dt
Q+@=y+l
dt dt

—+4xt=3t"; y0)=1

x(0)=2

x()=2

»(0)=3

y(h=1

y'(2)=3

z(0)=3
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7.2 Ecuaciones diferenciales de primer orden

Como ya se sabe de cursos anteriores, una ecuacion diferencial de primer orden es aquella en que
solo aparece la primera derivada de la funcion incognita respecto a su variable independiente. En
todos los casos de interés practico, esta derivada puede expresarse en forma explicita en términos de
las variables dependiente e independiente, asi que en todo lo que sigue, se supondra que la ecuacion
puede expresarse como

% — /()

Como los métodos numéricos solo son capaces de hallar soluciones particulares de una ecuacion
diferencial, también se supone conocido el valor de la solucidn para algin valor de la variable
independiente. Es decir, se trata de:

Hallar la solucion del problema de Cauchy

% — /()

Y(x0) =y,

(M

Ejemplo 1
Exprese de la forma (1) el problema:

(4x + y)dx +(2x+y* =3)dy =0
y(=H=4

Solucidn:

Despejando el cociente de diferenciales:

dy  4x+y
dx 2x+y* =3
y=n=4

Ejemplo 2
Proponga una ecuacion diferencial de primer orden que no pueda ser expresada en la forma (1)

Solucidn:

Por ejemplo: & +sen (QJ =x+y
X X

ya que en una ecuacion del tipo u + sen u =v no es posible despejar la variable u.
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Las ecuaciones diferenciales de primer orden se presentan en multitud de problemas de la
matematica aplicada pero no solo por esto son importantes. Resulta que cualquier ecuacion
diferencial ordinaria (o sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias) con condiciones iniciales
puede ser reducida a un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden. Esto significa que,
desarrollando métodos numéricos capaces de resolver ecuaciones diferenciales de primer orden, se
podra resolver cualquier problema de condiciones iniciales. Mas adelante, en la seccion 7.5, se vera
como.

El campo de direcciones
La ecuacién Q = f(x,y)
dx

puede interpretarse como una relacion que a cada par ordenado (x, ) le hace corresponder un valor
de la derivada. Como un par ordenado (x, y) representa un punto en el plano coordenado y un valor
de una derivada se puede interpretar como una pendiente en un punto, resulta que la ecuacion le
hace corresponder a cada punto P del plano xy, donde la funcién f'esté definida, una pendiente. Es
muy interesante expresar esta relacion graficamente.

Sea R una region del plano xy donde esta definida la funcion f{x, y). Considérese un conjunto
discreto de puntos de {P; , P, ,..., P,,} (marcados en la figura 1 como puntos dentro de la region R)

Ay

o 4

Figura 1

Sea f; el valor de la funcién f'para el punto P;, es decir:

fll:f(}jz) i:1,2,"',m

Trazando un pequefio segmento de recta con centro en P; y cuya pendiente sea f; para cada uno de
los puntos marcados en la regidon R, se obtiene una grafica como la que muestra la figura 2. Al
conjunto de segmentos obtenidos se le llama campo de direcciones de la ecuacion diferencial.
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O 4

Figura 2

La mayoria de los programas de computadora que trabajan con ecuaciones diferenciales permiten
trazar sus campos de direcciones para regiones rectangulares del plano xy tomando conjuntos de
puntos distribuidos en forma regular.

Ejemplo 3
Trace el campo de direcciones de la ecuacion diferencial % = x? — y? en la region rectangular

X
definida por2<x<2; -2<y<2

Solucidn:

En la figura 3 se muestra el campo de direcciones que ofrece un asistente matematico en la region
definida por el rectangulo -2 < x < 2; -2 <y <2, tomando 20 sub intervalos en ambas direcciones.

i N T T T T S R 2 T T O T T T
B T T A O O T N A
T S T S
N T S N
F e T U e
I F 7 2 — s N RN N e — S
L e S
R R T TR A A AU .
R P R T A I
T R I TR A A AV BV
A R S T
TR A R R Y Y A .
I R A S A A .
L R A e e e — S
L R A . B N i A A
F T S A A 4
T O N
SN U U N N N N e —
D T T A O O O N N
L U U A TR TR U B 1 T T T T T W S N N
Figura 3
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El campo de direcciones brinda una idea cualitativa muy abarcadora acerca de como se comportaran
las soluciones de una ecuacion diferencial y su importancia tedrica y practica no puede ser mayor.
Si y = y(x) es una solucion particular de la ecuacion diferencial

% = ()

entonces la grafica de la funcidn tendra en cada punto (x, y) del plano una pendiente dada por
flx, y) ; esto significa que, cuando la curva pase por un punto del campo de direcciones, lo hara en
la direccion del segmento que corresponde a ese punto.

En la figura 4 se muestran algunas soluciones particulares de la ecuacion (ejemplo 3):

ﬂ_ 22
dx
/
i
AR
PRV
PR
- P
s P
~Y s 8
P A
— s
— s
—— A
N — e S
NN s
NN N — e
VAN N —
L O

Figura 4

superpuestas a su campo de direcciones. El campo de direcciones se construye con gran facilidad y
una simple observacion del mismo da una idea acerca del comportamiento de las soluciones de la
ecuacion diferencial, tales como los intervalos en que crecen y decrecen, la ubicacion aproximada
de sus puntos de extremos, la existencia de asintotas e incluso, la estabilidad de la solucion.

Ejemplo 4
., d
La ecuacion Do+ y?
dx
no puede ser resuelta analiticamente. Trace su campo de direcciones en la region
R={(x,y): -1 <x<1,-2 <y<2} yanalice el comportamiento que poseen sus soluciones dentro de
esa region.

Soluciodn:

El campo de direcciones se muestra en la figura 5 y del mismo puede concluirse que:
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i i i
P R i IR S
il SR R
_}///1’/ ffffffffff ff///}/
e i el S
i P ey
P A P P e
PRV A A A S A S 5 TP S S S
[V AV VA g ey P A A S A A A
LA A A A S A PV A A A A A A A
L A A A A A A VAV AV AN AV AN AN AV AN
LA A A A FE A A A A Y A
[ A A A A A & A A A |
Figura 5

e Lapendiente del campo de direcciones es positiva en todos los puntos, lo cual significa que
todas las soluciones son funciones crecientes.

e En el origen el campo de direcciones es horizontal; en los demés puntos la pendiente es mayor a
medida que aumenta la distancia al origen.

e Las soluciones que pasan cerca del origen tienen un punto de inflexion cuya tangente es casi
horizontal; las soluciones que pasan mas lejos del origen deben poseer una forma de S invertida
con su punto de inflexiéon muy inclinado.

e FEs obvio que ninguna solucion de esta ecuacion diferencial puede poseer puntos de extremo ni
mas de un punto de inflexion.

e Estambién bastante clara la ausencia de asintotas de cualquier tipo.

En la figura 6 se han trazado sobre el campo de direcciones algunas soluciones verdaderas
calculadas por métodos numéricos que se estudiaran mas adelante, de modo que pueda verificar lo
acertado del analisis cualitativo realizado.

YONON N e e
R R

SO e e

NN N N N N e e~

e e e Tw e e e

Figura 6
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Isoclinas
En las ecuaciones diferenciales de primer orden tienen especial interés unas ciertas curvas llamadas

isoclinas (igual inclinacion) y que tienen la propiedad de que, en cada punto de una de estas curvas,
el campo de direcciones posee la misma pendiente. Si la ecuacion diferencial es

% = ()

las isoclinas tienen ecuaciones del tipo f{x, y) = k.

La determinacion de algunas isoclinas importantes puede ser una fuente de informacion valiosa en
el andlisis cualitativo de una ecuacion diferencial.

Ejemplo 5
Analice cualitativamente la ecuacion diferencial

d
D vy

dx

teniendo en cuenta su campo de direcciones en laregion R = {(x,y): —4<x<4,-4<y<4}y
algunas isoclinas importantes.

Solucidn:

El campo de direcciones en la region deseada, se muestra en la figura 7
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L R L
[ A N N T NN,
LT T T T T A S Y e e A )
LT T T T T A SR — S S
(I T T T T R T TS
[ T T T O A 4
T R T T T R e
[ T T T T S T T T L T T T T T T e o
[ T T T T T T e L R A A
Figura 7

Las isoclinas son de la forma x + y = £, es decir, rectas con pendiente —1. De particular interés es la
isoclina que corresponde a k£ = 0:
x+y=0

que contiene a los puntos estacionarios de las soluciones (puntos de tangente horizontal). La recta
divide al plano en dos regiones:
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{(x, ) x+y <0}

463

0 poseen un punto de minimo sobre ella (vea la figura 8)

{,y):x+ty>0} y Ry

R,
En R, las soluciones son crecientes y en R, todas son decrecientes. De ahi resulta que todas las

soluciones que cruzan la recta x + y
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La isoclina que corresponde a k

Figura 9
diferencial porque ella es tangente al campo de direcciones en cada uno de sus puntos; es

.7

cada punto coincide con la del campo de direcciones. Notese que esta recta es una solucion de la
ecuacion



la inica isoclina que también es solucion de la ecuacion diferencial. Si usted analiza con cuidado la
figura 9, vera que ninguna solucion puede atravesar esta recta, la cual es una asintota oblicua para
todas las demas soluciones de la ecuacion. Las soluciones son como se muestran en la figura 10.
Noétese que si se dan condiciones iniciales (xo, o) proximas a la recta x + y = —1 variaciones
minimas de x, 0 ), causaran un importante cambio en el comportamiento de la solucion para otros
valores de x. Este fendmeno se llama inestabilidad y sera objeto de estudio a continuacion.

—— s SSEE
~—s S
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A A A B
5 LAV B ]
LY PAFArE ¥ ]
(AR B B
(AR e A |
(AR R S
W oS

S |

Figura 10
La estabilidad de las ecuaciones diferenciales

Recuérdese que en el primer capitulo fue caracterizado un problema inestable como aquel en el
cual, pequenas variaciones en los datos provocan grandes cambios en la respuesta. Es muy
importante conocer si el problema que se va a resolver es estable o inestable pues de ello depende
qué tan grandes son los errores que pueden permitirse en los datos iniciales o en el transcurso de la
solucién. En el campo de las ecuaciones diferenciales, se considerard que el problema de Cauchy:

% —fny) Y@=,
X

es inestable si pequefios cambios en y, producen grandes cambios en la solucion de la ecuacion para
valores de x alejados de x,. Este concepto puede precisarse mas, pero para el objetivo que aqui se
persigue, es suficiente con esta idea general.

Una ecuacion diferencial sera inestable en una cierta region del plano xy si sus soluciones presentan

un comportamiento divergente a medida que x crece, como en la figura 11 a, mientras que sera
estable cuando sus soluciones tienden a agruparse a medida que crece x como en la figura 11 b.
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Figura 11 a Figura 11 b

Ejemplo 6

Analice la estabilidad de la ecuacion diferencial % =X+y
X

Solucién:

Observe la figura 10. Las curvas solucion poseen un patron divergente en cualquier region del plano
xy. Se trata de un problema inestable para cualquier condicion inicial que se imponga. Sin embargo,
es obvio que si (xo, Vo) estd proximo a la recta x +y =—1, el problema sera mas inestable.

Ejemplo 7
Analice la estabilidad de la ecuacion diferencial % =x?-)?
X

Solucidn:

En la figura 4 se mostro6 el campo de direcciones en la region R = {(x, y): 2<x<2,-2<y<2}y
las graficas de varias soluciones. Resulta obvio que, de acuerdo con las condiciones iniciales que se
tome, la ecuacion diferencial tendra un comportamiento estable o inestable. Mirando con cuidado el
campo de direcciones se podra apreciar que en la zona donde y > 0 las curvas tienden a unirse,
mientras que donde y < 0 estas tienden a separarse; sin embargo, puede darse el caso que
soluciones que inicialmente divergian, al entrar en la zona y > 0 converjan rapidamente. |

La convergencia o divergencia de las soluciones de la ecuacion diferencial
d
== f(x,)
dx

y, por tanto, su estabilidad o inestabilidad, dependen de la forma en que varia f{(x, y) en la regién
considerada del plano xy. Si, para una x fija, f{x, y) aumenta con y, ello significa que en la direccion

465



vertical el campo de direcciones aumenta su pendiente al crecer y, lo cual indica que las soluciones
divergen en esa region (observe la figura 12 a); en este caso serd positiva la derivada parcial de f
respecto a y. Por el contrario, si esa derivada parcial es negativa, la pendiente del campo de
direcciones decrece cuando y aumenta, y eso corresponde con una ecuacion diferencial estable, con
curvas convergentes, como se aprecia en la figura 12 b.

4y A v .
| a |
g >0 / 7 <0 \
o e v X
-~ -~
' =
b \
: -
S~ 1
: ~
* /:
1 : x '
X X
Figura 12 a Figura 12 b
e s . . ., of . .
El analisis es bastante sencillo cuando la derivada parcial ™ mantiene un solo signo en toda la
Y

region del plano xy donde puede desarrollarse la solucion, pero el asunto se complica cuando dicha
derivada posee diferentes signos en la region de interés.

Un ejemplo sumamente importante para el futuro, es el que se realiza a continuacion.
Ejemplo 8

Analice la estabilidad de la ecuacion diferencial:

dy
2oy
dx Y

de acuerdo con el signo de la constante A.

Solucidn:

o

En este ejemplo f(x, y) = Ay, asi que ™ = A en todo el plano xy. Puede entonces afirmarse que:
V

Si 4 <0 la ecuacion diferencial es estable
Si A4 > 0 la ecuacion diferencial es inestable

En la figura 13 se muestra el campo de direcciones de dos ecuaciones diferenciales de este tipo, una
con 4 =2y otra con 4 =—-2, en ambos casos en la region:
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R={(x,y):-1<x<1,-1<y<1}
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Figura 13 a Figura 13 b

Ecuacion estable modelo

. . . d
mem@ﬂﬁmmm§¥H@WMA>MMMMM@WMMaMWmMML
x

La ecuacion diferencial modelo es sumamente sencilla, posee solucion general en forma analitica:

—Ax

y=~Ce

y servira en lo adelante para analizar el comportamiento de los diferentes métodos numéricos que
seran desarrollados frente a una ecuacion diferencial estable.

Ejercicios

Exprese las siguientes ecuaciones diferenciales en la forma Z—y = f(x,y) o diga si no es posible.
X
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d
2. x—y+iy:cosx
dx x

3. 1/Q+y=3x+2
dx

4. @+ﬁ:
dx dy

En las siguientes ecuaciones diferenciales construya el campo de direcciones, utilizando un
programa adecuado, en la region que se indica, haga un bosquejo de como seran las soluciones
dentro de esa region y dibuje algunas isoclinas.

5 @z—xy R={(x,y):-1<x<1,-1<y<1}
dx
dy x

6 —=-— R={(y);-1<x<1,-1<y<1}
dx y
dy y—-x

7 == R={(,y);-1<x<1,-1<y<1}
dx x+y
dy

8§ —=-2x R={(x,y):-1<x<1,-1<y<1}
dx
dy

9 d—zx—y R={(x,y):2<x<2,2<y<2}
x

10 Z—yzyz—l R={(x,y): 2<x<2,-2<y<2}
X
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7.3 Métodos de paso simple
Dos tipos de métodos

Los métodos numéricos para resolver el problema de Cauchy:

d
icf@y)

Y(x0) =y,

(1

se basan en la idea de tomar un conjunto discreto de valores de x:
{xo,xl,xz,...}
casi siempre uniformemente espaciados, y hallar valores:

os Vis Vasef

que se aproximen a los valores de la solucion exacta de (1):

ICHRICHRTCHWN

Los algoritmos para hallar la solucién aproximada {yo, Vi yz,...} son siempre iterativos y pueden

simbolizarse mediante una ecuacion del tipo:
yn+1 :G(ynayn—lﬂyn—Z""7yn—k) nZk
En el caso mas sencillo, cuando £ = 0:

yn+1=G(yn) nZO

los métodos se llaman de paso simple, y son los que se estudia en esta seccion. En la seccion 7.4 se

analizaran métodos de paso multiple, es decir, de los tipos:

paso doble: Vur1 =GC(V,s Viets) nx1
paso triple: Va1 =CWnsVu1sVun) 122
etcétera.

El método de Euler

El método de Euler es el mas elemental de los métodos de paso simple. Como se conoce el primer

elemento (xo, o) de la solucion, se puede determinar el campo de direcciones en ese punto:
f(xo, o). Para hallar el segundo punto de la solucion aproximada (x, y1) se sigue una trayectoria

rectilinea en esa direccion hasta alcanzar la abscisa x| (ver figura 1).
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Figura 1
Como la pendiente del segmento AC es f{xo, Vo), entonces:
V1= Yo+ —x0) f (x5 %)
Llamando /% = x; — xo, esta ecuacion queda:
Y1 =Yo+hf (x5, %)

Una vez conocido (xy, ¥;), se aplica la misma idea para determinar (x,, ,). Suponiendo en la figura
2 que x, — x; = h resulta:

Yy =+ (x,y))

/
.
-

N
B e

1
|
1
/f/ :
' |
! 1
! 1
Yo :yl N2
: :
! 1
! ! »
X0 X1 X3 X

Figura 2
En general, si se toma un paso /4 como incremento de la variable independiente, resulta:

Paran=0,1,2, .. X, =X, +h
yn+l=yn+hf(xnayn) (2)
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Obsérvese que nada impide que /4 tome valores diferentes en cada aplicacion de la férmula (2) y
que, aunque no es lo usual, su valor pueda ser negativo.

Algoritmo en seudo codigo

El algoritmo que sigue obtiene la solucidon aproximada del problema de Cauchy

% = f(xy)

y(x9) =y
en un intervalo xo < x < xz con paso 4 > 0. Se suponen conocidos: la funcion f{x, y), las condiciones
iniciales (xo, yo) el valor final xr y el paso 4.

n:=0

do while x,, < xp
(x4, y») €s un punto de la solucioén aproximada
Xpt1 =X, t h
V1 = Y+ B0, Vi)

n=n+1
end
Terminar
Ejemplo 1

Resuelva el problema de Cauchy

dy 1
=21 0)=0,5
2 ¥(0)

en el intervalo 0 < x <3 mediante el método de Euler con pasos 2 =0,4; h=0,2; h=0,1 y h=0,05.
Analice como se comporta el error con el incremento de x y con la disminucién de /#, comparando
las soluciones aproximadas obtenidas con la solucion exacta:

N | =

e

0=

y =
Soluciodn:

Se calculara con detalle algunos valores de la solucion aproximada para 4 = 0,4:

)C():O y0:0,5
— — — yO _ 055 —

X1 = 0,4 YVi=)o + hf(X(),y()) =W +h7 = 0,5+0,47 = 0,6
— — _ yl — 0,6 —

% =08 =3 ) = 3y = 064042 =072
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X3:1,2

Etcétera.

En la tabla 1 se aprecia el resultado total, la solucion exacta y el error para cada x,

Notese como el error de la solucion aproximada se va incrementando a medida que la solucion

V3=, y2) = v, +h% = 0,72+ 0,4

0,72

=0,864

n Xn Yn Yy (xn) error (yn)
= Y(Xn) = Y

0 0,0 0,5000 0,5000 0,0000

1 0,4 0,6000 0,6107 0,0107

2 0,8 0,7200 0,7459 0,0259

3 1,2 0,8640 09111 0,0471

4 1,6 1,0368 1,1128 0,0760

5 2,0 1,2442 1,3591 0,1149

6 2.4 1,4930 1,6601 0,1671

7 2,8 1,7916 2,0276 0,2360

8 32 2,1499 2,4765 0,3266

9 3,6 2,5799 3,0248 0,4449
10 4,0 3,0959 3,6945 0,5986

Tabla 1

progresa. Como se vera mas adelante, este comportamiento no es asi en todos los casos y esta

relacionado con el hecho de que esta ecuacion diferencial es inestable, ya que ™
Y

o

:%>0.Una

situacion similar ocurre para valores menores del paso y se obtiene el mayor error al final del
intervalo [x¢, x¢]. En la tabla 2 se muestra la solucioén obtenida para varios valores de x con pasos
0,4; 0,2; 0,1 y 0,05, asi como los errores correspondientes.

Notese como el error para una x fija disminuye a medida que se utilizan pasos menores; es mas, se

observa que, al disminuir / a la mitad, el error se hace también aproximadamente la mitad. Este

fenomeno es general y tendra su explicacion mas adelante.

Solucion aproximada con

h=0,4

h=0,2

h=0,1

h=0,05

Error en la solucion aproximada con
h=04 h=0,2

h=0,1

h=0,05

0,0
0,8
1,6
2,4
3,2
4,0

0,5000
0,7220
1,0368
1,4930
2,1499
3,0659

0,5000
0,7320
1,0718
1,5692
2,2975
3,3638

0,5000
0,7387
1,0914
1,6126
2,3825
3,5200

0,5000
0,7423
1,1019
1,6357
2,4283
3,6048

0,0000
0,0259
0,0760
0,0167
0,3266
0,5986

0,0000
0,0139
0,0410
0,0909
0,1790
0,3407

0,0000
0,0072
0,0214
0,0475
0,0940
0,1745

0,0000
0,0036
0,0109
0,0244
0,4820
0,0897

Tabla 2
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Error en el método de Euler

Considérese el problema de Cauchy

% —fny) Y@=,
X

Sea  y(x): la solucion exacta del problema
{V0, Y1, ¥2, --» Vu}: la solucion obtenida por el método de Euler con paso £
e, = error(y,) = ¥(x,) — y, : el error que afecta a y,

Se supondré que y(x) posee segunda derivada continua, de modo que puede usarse el polinomio de
Taylor de primer grado con resto de Lagrange, alrededor de x,,:

y(x) = y(x,)+ y'(x,)(x—x,)+ L V" (E)x—x,)°
donde & es algun valor entre x, y x. Evaluando para x = x,+; y considerando que x,+; — x, = A resulta:

Y(x,.0) = y(x,)+ Y (x)h+% " (c)h’ 3)
donde x, <c <x,

Por otra parte, segun la formula (2) de Euler:

yn+l = yn +hf(xn’yn)
y, restando de (3):

Y@= Y =00) =2, ]+ Al ) = £y [+ 4y (R @)
Ahora bien, e,+; = )(x,+1) — y»1. Ademas, y(x,) es la solucion exacta de la ecuacion diferencial,
luego:
V()= [l v(x,)]
Sustituyendo en la ecuacion (4):
€y =€, (7 (6,) = [ (3,0 v ]+ 55 (O
Utilizando el teorema del valor medio del Calculo Diferencial, la diferencia entre corchetes puede

escribirse:

F Gy ) = £ = £, (e, - ,]

donde f;: representa la derivada parcial de frespecto a y, que se supone continua
¥ : es un namero entre y(x,) y v,

Ahora queda:
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ey =€, T, (x,, P (x,) = v, ]+ 11 ()R

es decir: ey = e[+, (5, ) [+ L "R (5)

Esta formula es muy instructiva pues explica la forma en que el error de y, da lugar al error de y,.;.
Primeramente observe que, aun en el caso en que y, fuera exacto (e, = 0), el error ¢,+; tomaria el
valor

Ly

Asi que este término es el error nuevo que se incorpora en el paso n +1; por esta razon suele
llamarse error local:

Error local: 1)"(c)h?

El otro sumando de la formula (5) se conoce como error propagado y representa la parte del error
eq+1 que se debe al error que ya existia en el paso anterior:

Error propagado: [1+Af) (x,,¥)le,
Como usualmente / es pequeio, puede suponerse que
It (x, 3| <1

Note como el signo de f,(x, ) es fundamental en el comportamiento del error propagado, ya que:
[y, 9)>0 = 1+hf (x,,5)>1

[, (x,,0)<0 = 0<1+4f (x,,)<I

En el primer caso, el error propagado es mayor que e, (en valor absoluto) y es de esperar que el
error crezca rapidamente a medida que la solucion avanza. En el segundo caso, el error propagado
es menor (en valor absoluto) que e, y, por lo general, sucedera que el error total se mantiene
reducido e incluso puede tender hacia cero cuando la soluciéon avanza.

La ecuacion (5) es una ecuacion en diferencias finitas (también, ecuacion recursiva) de primer
orden, que puede ser resuelta, de modo que su variable e, quede como una funcién explicita de ».
Los detalles de la obtencion de la solucion se omiten. Resulta:

le,| < ;—;[e(X”XO)F - 1] (6)

donde F: Cota superior de ‘ Sy (x, y)‘ en toda la region del plano xy donde se desarrolla el problema
Y: Cota superior de y"(x)para x, <x<x,
La formula (6) ofrece una cota del error total del método de Euler, pero su uso practico es muy

limitado por la presencia de los parametros F' e Y que usualmente no se conocen; lo mas importante
que aporta es el hecho de que

e

n

< kh 7)
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donde k= L[e(x" —oF _ 1]
2F

De la formula (7) se llega a dos conclusiones de gran importancia tedrica y practica:

1. Para una x, fija, si se toman valores de /# cada vez menores, se cumple que lime, =0
h—0

2. El error total del método de Euler depende de % de tal modo que esta dependencia no sobrepasa
una cierta funcion lineal. Simboélicamente, e, = O(h), lo cual se expresa con la oracion: El
método de Euler es de orden uno.

Notese ahora por qué en el ejemplo anterior el error aumenta rapidamente a medida que x se aleja
de xo; es que f,(x,y) = % >0 para todo el plano xy. Por otra parte, al ser el método de Euler de

primer orden, el error total es proporcional (aproximadamente) a A, y esto explica por que, para
cada x fijo, cuando % se reduce a la mitad, el error también lo hace (aproximadamente).

Estimacion del error por doble cdlculo
Cuando se conoce el orden del error de un método aproximado, se puede hacer un estimado
bastante bueno del error cometido hallando la solucion dos veces. Ya esta técnica fue empleada en

el capitulo 5 para estimar el error en la integracion numérica. Salvo algunas notaciones que aqui son
distintas, el analisis que sigue es completamente similar al que se realiz6 alli.

d
Sea d—y =f(xy)  y(x) =Y,
X

la ecuacion diferencial cuya solucion se busca. Sea:

Vi solucion aproximada obtenida para un cierto x usando paso 4
Vo' solucion aproximada obtenida para el mismo x usando paso 24
% error total de yy,

ey error total de yy,

Si la solucién aproximada se ha obtenido con un método numérico de orden p (por el momento,
como el unico método estudiado es el de Euler, puede suponerse que p = 1; mas adelante p tomara
otros valores), resulta que:

e, = O(h’)
Considérese aproximadamente: e, = ki’

(lo cual solo es exacto en sentido asintotico, es decir, para 4 tendiendo hacia cero; en otras palabras,
e, y ki’ son infinitésimos equivalentes)

Entonces: e,, =k(2h)? =27kh? =27¢, (8)
Por otra parte: Yy e, =y, ey,

pues ambos miembros de esta igualdad son el valor de la solucién y(x). Teniendo en cuanta (8):
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y, despejando ¢,

_ »
yite, =y +2%,

Yn = Von

€, =

27 -1

Como en el método de Euler el valor de p es 1, resulta:

Para el método de Euler

Ejemplo 2

Resuelva el problema

en el intervalo 1< x <5 mediante el método de Euler con dos cifras decimales exactas.

Solucidn:

dy

€, R Vy = Vop

_zx_y

dx

y()=3

©)

(10)

Notese que por ser f(x,y)=—1 se trata de una ecuacion diferencial estable y es de esperar que el

error no se propague demasiado cuando x se aleje de xo. Comenzando con 4 = 0,1, la tabla 3 muestra

la solucion que se obtiene con diferentes pasos para los valores de x: 1, 2, 3,4 y 5, asi como un

estimado del error basado en la férmula (10). Naturalmente, para la solucion obtenida con # = 0,1

no se cuenta con la estimacion del error.

h=0,1 h=0,05 h=0,025 h=0,0125 h=0,00625
x Yy y Error y Error y Error y Error
1 3,0000 3,0000 0,0000 3,0000 0,0000 3,0000 0,0000 3,0000 0,0000
22,0460 2,0755 0,0295 2,0897 0,0142 2,0967 0,0070 2,1002 0,0035
32,3647 23855 10,0208 2,3958 0,0103 2,4009 0,0051 2,4035 0,0026
4 3,1272 3,1382 0,0110 3,1438 0,0056 3,1466 0,0028 3,1480 0,0014
5 4,0443 4,0495 0,0052 4,0522 0,0027 4,0536 0,0014 4,0543 0,0007
Tabla 3

Notese como el error, después de un crecimiento local al inicio, disminuye a medida que x se aleja
de xo. Este comportamiento se explica por el valor negativo de f),(x,y). También se observa en la

tabla como el método de Euler converge linealmente a la solucidon exacta a medida que 4 tiende

hacia cero. En la figura 3 se muestra el campo de direcciones y la grafica de la solucion en el
intervalo 1 < x < 5 obtenida con /2 = 0,00625.
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La solucidn analitica de esta ecuacion diferencial puede hallarse sin mucha dificultad (es lineal de
primer orden con coeficientes constantes):

y(x)=x

—1+3¢"

En la tabla 4 se muestran los valores de la solucion exacta y de la solucion hallada por el método de

Euler, asi como el verdadero error y el que se estimo6 por doble céalculo. Aprecie la similitud de

ambos.

x Solucion  Solucidn Error Error
exacta de Euler con  exacto estimado
h=0,00625
1 3,000000 3,0000 0,000000  0,0000
2 2,103638 2,1002 0,003506  0,0035
3 2,406006 2,4035 0,002506  0,0026
4 3,149361 3,1480 0,001361 0,0014
5 4,054947 14,0543 0,000647 0,0007
Tabla 4

Estabilidad del método de Euler

El método de Euler, al igual que los demas métodos que se estudiaran en este capitulo, permite

encontrar una solucion aproximada del problema de Cauchy:

dy

Hallar y(x) tal que: e S(x,p)

X

resolviendo otro problema, en este caso:

Hallar {yO,yl,yZ, } tal que Y, =V, +hf(xn’yn); X1 = Xy +h

donde y, es conocido.

Y(x0) =¥,
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Ya en las paginas anteriores se vio que la solucion del segundo problema converge hacia la solucion
del primero cuando /4 tiende hacia cero. Esto no significa, sin embargo, que sean problemas
idénticos, asi que tiene sentido analizar la estabilidad del segundo problema.

Es importante comenzar dejando claro un aspecto. Como la solucion del método de Euler converge
hacia la solucion de la ecuacion diferencial, cuando ésta es inestable, el método de Euler también
tiene que serlo. Lo que interesa investigar es si, para una ecuacion diferencial estable, pudiera
suceder que el método de Euler fuera inestable; solo en ese caso se habla de inestabilidad de un
método aproximado. Mas formalmente:

Definicion:

Se dice que un método aproximado para resolver el problema de Cauchy es inestable si presenta
inestabilidad para una ecuacion diferencial estable.

Para simplificar, el andlisis se limitard a una ecuacion diferencial estable modelo:

ﬂz—Ay A>0
dx

y se estudiara si, para esta ecuacion diferencial, el método de Euler se comporta en forma estable.
Para dicha ecuacion, la solucion de Euler sera:

Va1 =Yy T H(x,5,) =y, +h(=4y,)
Va1 = Ya(1=hA)
Esta es una ecuacion en diferencias de primer orden cuya solucion general es
v, =CA-h4)" n=0,1,2,..
lo cual se verifica muy facilmente, por sustitucion.
Como yj es conocido: v, =C(-hA)’ =C
asi que la solucion que brinda el método de Euler sera:
v, =y,1-h4A)" n=0,1,2,..
Para analizar si este es un problema estable, considérese un pequefio cambio € introducido en yy. El
cambio que tiene lugar en y, seria:
Ay, =(yo +&)(A—hA)" = y,(1-hA)"
=¢g(1-hA4)"
Si el producto /4 es pequeiio, de modo que

—-1<1-h4<1
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entonces, a medida que la solucion avanza (n crece), el factor (1—AA)" tiende hacia cero y por

tanto, Ay, — 0, lo cual significa que el cambio € en y, no provoca grandes variaciones en y,.
Ahora bien, si 44 es tal que 1-hA4<-1

para lo cual basta con que h4>?2

entonces ‘(1 —hA4)"

tiende hacia infinito al crecer n, es decir, que aun un pequefio cambio &, provoca

un Ay, que crece en valor absoluto sin limite.

La conclusion es clara:

El método de Euler es estable si se toma un paso 4 tal que 44 < 2. En casos asi, en que la estabilidad
se produce bajo ciertos requisitos, se dice que el método es condicionalmente estable.

La condicion 24 < 2 no es una exigencia importante porque, como ya se ha visto, el método de
Euler requiere normalmente utilizar valores muy pequefios de / para lograr una aproximacion
aceptable a la solucion de la ecuacion diferencial.

Los métodos de Taylor

Considérese de nuevo el problema de Cauchy:

§=f<x,y) Y(30) = o
X

y que para x = x, S conoce una buena aproximacion y, de la solucion exacta y(x,). Se desea buscar
una aproximacion y,.+; para y(x,+) mejor que la que ofrece la formula de Euler:

Va1 =Va tH(x,,5,)

Esta formula consiste en hallar y,.; aproximando la solucion y(x) mediante una recta tangente en
(xn, yn) (figura 4)

yn+1

=V

Xn Xn+1

Figura 4
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Pero existe la posibilidad de aproximar a y(x) no mediante una linea recta sino mediante un
polinomio de grado mayor. Para ello, se supone que la solucién y(x) posee una serie de Taylor
alrededor de x,, o sea, que:

Y() = y(x,) +y'06,)(x = x,) +5 " () (x = x,)" +.. (11)
Al tomar de esta serie solo dos términos, se obtiene:
y(x) = y(x,)+y'(x,)(x-x,)
de donde: Y(x,0) = y(x,) + ' (x,)h
que da lugar a la formula de Euler:
Yot = Vu H 1 (X,,9,)

con error local O(4?).

Si se toman mas de dos términos en la serie (11), se pueden obtener formulas aproximadas de
mayor calidad que la de Euler. A los métodos asi obtenidos se les conoce como métodos de Taylor.

A modo de ejemplo, se vera el método de Taylor de orden 2, que surge de tomar tres términos de la
serie (11):

Y00 = y(x,) + ' 06,)(x = x,) + 5" (6, )(x —x,)
de donde: P() = () + V(xR 4Ly (x, B (12)

Para obtener de aqui una formula recursiva que permita hallar y,.; a partir de y, hay que procurar
una expresion para aproximar y"(x,) , lo cual es un poco mas complicado que la aproximacion:

V'(x) =, y(x, ) = f(x,,5,) (13)

Como V'(x) =1 (x y(x))

aplicando la regla de la cadena resulta:

V) =L (1(0) = £, 00+ £, (6 7)Y ()

y de aqui se obtiene la aproximacion:
y”(xn)zfx(xnﬂyn)+fy(xn7yn)f(xn’yn) (14)

Teniendo en cuenta (13) y (14), la aproximacién (12) da lugar a la féormula:

Vs = Vo AR Co v ) F LR o) + £ 9 () (15)
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que es la formula del método de Taylor de orden 2 con error local O(%?).

Similarmente se pueden obtener otras formulas de mayor orden pero, obviamente, la necesidad de
aproximar derivadas de mayor orden, complica considerablemente las expresiones y, lo que es peor,
introduce la necesidad de calcular derivadas parciales de la funcion f{x, y).

Ejemplo 3

Halle las formulas necesarias para resolver la ecuacion diferencial

d
Loyt y(x) =
dx

mediante el método de Taylor a) de orden dos: b) de orden tres.
Solucién:

En lugar de utilizar la expresion (15), es preferible proceder directamente de la serie (11) y plantear:
Y(x,00) = ¥(x5,) +hy' () + 5 Y () + R () +

donde y'(x)=f(x,y)=x>+)"

Derivando respecto a x y teniendo presente que y depende de x:

V'(x)=2x+2y Zy

= =2x 4+ 2p(x7 + %)
x

Y'(x)=2x+2x"y+2y°

Derivando de nuevo respecto a x:

Y"(x) =2+ 4xy +2x° & +6y° &
dx dx

Y'(x)=2+4xy+ 2)cz(x2 + yz) + 6y2 (x2 + yz)
Y"(x) =2+ 4xy+2x* +8x7y* +6)*

Asi que las formulas correspondientes son:

Taylor orden dos:
Vit = Pyt hOE ), + 5 h 23+ 227y +2)7),

Taylor orden tres:
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Vorr =V Th(X* +97), + 1R Qx4+ 257y +2)7), + LB 2+ 4xy + 2x +8x7 7 + 63%),

donde la notacién ( ), indica evaluar la expresion entre paréntesis para x =Xx, € ¥ = y,.

Error en el método de Taylor

Como las formulas de los diferentes métodos de Taylor se basan en truncar la serie de Taylor de
¥(x), es claro que el error local de la formula de orden p es de orden #”*'. Puede probarse que, si
fx, y) tiene el nimero necesario de derivadas, el error total sera de orden 4”. O sea:

El método de Taylor de orden p tiene: Error local O(#™")

Error total O(%”)

Si se tiene en cuenta que el método de Euler posee error total O(%), se comprendera que los métodos
de Taylor con p > 1 tienen una convergencia mucho mas rapida hacia la solucion de la ecuacion
diferencial. Sin embargo, la necesidad de calcular derivadas parciales es una gran desventaja, dada
la complejidad de automatizar este proceso de derivacion.

Para resolver este problema, a principios del siglo XX, dos matematicos alemanes lograron obtener
formulas mediante las cuales el problema de hallar derivadas parciales de f{x, y) se transforma en el
de evaluar la funcién f{(x, y) en varios puntos. De este modo obtuvieron métodos completamente
equivalentes a los de Taylor pero sin el requerimiento de calcular derivadas. Estas formulas llevan
los nombres de sus creadores: Carl Runge y Wilhelm Kutta. A continuacion se hara la deduccion
para el caso de segundo orden, que es el mas simple, y posteriormente se veran las formulas del
método de orden cuatro que es uno de los mas populares.

Meétodo de Runge - Kutta de orden dos

El método de Taylor se basa en la aplicacion reiterada de la ecuacion (15):

Vo =V W ey v )+ Lo+ 1, (o) f (5,00,
la cual puede ser escrita:

Vet = P W00 2,) LR G5 0 4 B (3,0 1, G5y
Llamando: K, =hf(x,,y,).
la ecuacion queda:

Vo = Vo + K+ LA G, ) 4 K G, 0,) (16)
Si se supone que f(x, y) es una funcion diferenciable, su diferencial viene dado por:

df (x,y) = f.(x, y)Ax + 1, (x, ) Ay

de modo que el término entre corchetes de la ecuacion (16) es el diferencial de fen (x,, y,) para
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Ax=h 'y Ay =K,

Para valores pequefios de % (y, por tanto, de K;) este diferencial puede aproximarse mediante el
incremento:

Af(xn’yn)zf('xn +h’yn +K1)_f(xn’yn)

con lo cual la ecuacion (16) queda:

yn+1 :yn +K1 +%h[f(xn +h’yn +K1)_f(xn’yn)] (17)

La férmula (17) es equivalente a la (16) en cuanto a exactitud, pero posee la enorme ventaja de no
utilizar las derivadas de f. En su lugar, serd necesario evaluar f'dos veces: en (x,, y,) y en
(x,+ h, y,+ K,). Para simplificar la notacion, se suele llamar:

Ky =hf (x, +h,y, +K,)
y la ecuacion (17) se reduce entonces a:
Vurr =Vu + K +%[K2 _Kl]: Vi +%[K1 +K2]
Resumiendo lo anterior, las formulas de Runge - Kutta de orden dos (RK2) son:

Ky =hf (x,,¥,)
RK2: 4K, =hf(x,+hy,+K)) n=0,1,2,3,..

yn+l :yn +%(K1 +K2)

Interpretacion geométrica de RK-2

Los términos f{x,, y,) y fix,+ h, y,+ K,) corresponden con las pendientes del campo de direcciones
en los puntos (x,, y,) y (x,+ h, y,+ K;) (ver figura 5). Estas pendientes, multiplicadas por el
incremento horizontal /, corresponden con incrementos verticales K; y K. Entonces,
geométricamente, el método RK2 consiste en determinar el valor K utilizando la pendiente del
campo de direcciones en (x,, ¥,). Una vez conocido el punto (x,+ A, y,+ K;), tomar en ¢l la
pendiente del campo de direcciones y determinar el valor K,. El promedio de K, y K, permite
calcular y,; al agregarlo a y,. Obsérvese que promediar K; y K, es equivalente a haber promediado
las pendientes del campo de direcciones en (x,, v,) v (x,+ A&, y,+ K;) y calcular

Va1 = ¥n T h(pendiente promedio)
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pendiente:
A ﬂxn + h,yn +K1)

. wth oy, + K
pendiente: _._(x % Y

S0, yn)

(K + K>)

Yn

Figura 5

Algoritmo en seudo cédigo para RK2

El algoritmo que sigue obtiene la solucion aproximada del problema de Cauchy

-%=fww

¥(x0) =Yg
en un intervalo xo <x < xz con paso 4 > 0. Se suponen conocidos: la funcion fx, y), las condiciones
iniciales (xo, yo) el valor final xr y el paso 4.

n:=0
do while x, < xr
(x4, y») €s un punto de la solucion aproximada

Kl = hﬂxm yn)
Ky = hfix,+ h, y, + Ky)

Y1 S =Yn T %(K1 +K,)

Xpr1 =X, t h

n=n+1
end
Terminar
Ejemplo 4

Resuelva el problema de Cauchy

Loty H0)=05
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en el intervalo 0 < x <4 mediante RK2 con pasos 2 = 0,4; 0,2; 0,1; 0,05. Analice como se
comporta el error con la variacion de x y con la disminucion del paso /4, comparando la
solucion obtenida con la solucién exacta

1
y=3e
Solucion:
Este mismo ejemplo fue resuelto por el método de Euler al principio de esta seccion (Ejemplo 1).
Resulta instructivo notar la diferencia en cuanto a los resultados en la solucion por ambos métodos.
Para el caso /1 = 0.4, se realizaran en detalle los primeros pasos de la solucion.

xo=0; 10=0,5

K = hf(xo, yo) = 0,4 £{0; 0,5) = 0,4-1.(0,5)=0,1
Ky = hfixo+ h, yo + K1) = 0,4 £(0,4; 0,6) = 0,4-1(0,6)= 0,12
Y=Y, +3(K, +K,)=0,5+1(0,1+0,12) = 0,61

X1 = 0,4, M= 0,61

Ky = hflx, 1) = 0,4 f{0,4; 0,61) = 0,4-1(0,61)=0,122
K> = hflox, + b, y1 + K) = 0,4 /(0,8; 0,732) = 0,4-1(0,732) = 0,1464
Vo =+ LK, +K,) = 0,61+1(0,122+0,1464) =0,7442

X2 = 0,8; Vo = 0,7442

En la tabla 5 se muestran los resultados obtenidos para x = 0,8; 1,6; 2,4; 3,2 y 4 y los errores
correspondientes, calculados por comparacion con la solucion exacta.

Solucién aproximada con Error en la solucion aproximada con
x | h=04 h=02 h=0,1 h=005|hr=04 h=02 h=0,1 h=0,05

0,0 | 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 [ 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,8 | 0,7442 0,7455 0,7458 0,7459 | 0,0017 0,0004 0,0001 0,0000
1,6 | 1,1077 11,1114 1,1124 1,1127 | 0,0051 0,0014 0,0003 0,0001
2,4 | 1,6487 11,6570 11,6593 11,6599 | 0,0114 0,0031 0,0008 0,0002
3,2 12,4539 24704 24749 24761 | 0,0226 0,0061 0,0016 0,0004
4,0 | 3,6523 3,6831 39616 3,6938 [ 0,0422 0,0114 0,0029 0,0007

Tabla 5

Debido a que f,(x, y) = 0,5 > 0, se ve un incremento del error a medida que x se aleja de x,. Para
cada x fija, el error disminuye con /4. Notese que, en este caso, el error disminuye unas cuatro veces
cuando £ se reduce a la mitad. Esto se debe a que RK2 posee un error total O(4?) al igual que el
método de Taylor de orden 2.
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Estimacion del error en RK2

Como RK?2 es una adaptacion del método de Taylor de orden 2, pose errores local y total del mismo
orden que aquel. Esto es:

Error local: O(h)

Error total: O(h?)

El error total se puede estimar por doble calculo mediante la formula (9):

Yn = Von

T

donde: y;: Solucion obtenida para un cierto x mediante RK2 con paso #
yan: Solucion obtenida para un cierto x mediante RK2 con paso 24
ey: Error total en y,

El parametro p, como se recordara, es el orden del error total y toma en este caso el valor 2. Resulta
entonces:

e, = Vi = Von

3
Ejemplo 5

Resuelva el problema
dy

2 —x- =3
o XY y(@D)

en el intervalo 1 < x <5 mediante RK2 con tres cifras decimales exactas en los resultados.
Solucion:

Este ejemplo coincide con el ejemplo 2 de esta seccion, en el que se utilizoé el método de Euler. Es
conveniente que compare los resultados de ambos. En la tabla 6 se muestran los resultados para x =

1,2,3,4y 5 con pasos & =0,1; 0,05 y 0,025 asi como los errores estimados mediante doble calculo
(excepto para & = 0,1 donde no existe la informacion requerida)

h=0,1 h=0,05 h=0,025
y y Error y Error

3,0000  3,0000 0,0000 3,0000 0,0000
2,1056  2,1041 0,0005 2,1038 0,0001
2,4075  2,4064 0,0004 2,4061 0,0001
3,1502  3,1496 0,0002  3,1494 0,0001
4,0553  4,0550 0,0001 4,0550 0,0000

DN AW~ | =

Tabla 6

De la tabla se aprecia que el error tiende a disminuir a medida que x se aleja de xo. Esto se
debe a que f,(x, y) =—1 <0, lo cual determina el decrecimiento del error propagado. Para cada x
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fija, el error va reduciéndose a la cuarta parte en cada disminucién de 4 a la mitad, como
corresponde a un método con error total de orden dos.

Estabilidad de RK2

Al igual que en el método de Euler, la estabilidad serd analizada para la ecuacion modelo estable

dy
—=-4 A>0
dx Y

El método RK2 aplicado a esta ecuacion se reduce a
Ky = hfixn, yn) = h (=Ayn) == hAy,
K> = hfix, th, y,+K)) = h[-A(y, tK))] = — hA(y, +K|) = — hA(y,— hAy,) =
=—hA(1—hA) y, = (— hA+ I*4%) y,
Voot = I 45K+ K= v, + L[ hdy, + R+ ANy, | = 3, 1L ChA—ha+ A7) =
Voo = 2,1 hd+ L1247
Esta ecuacion en diferencias finitas es estable si
‘l—hAJr%thz <1 (18)
La forma cuadratica %thz —hA +1 posee discriminante negativo:

D=b-4dac=1-4(1)(1)=-1

asi que no se anula para ningun 44 real y, como vale 1 para 24 = 0, es positiva para todo 24 real.
Luego, la inecuacion (18) equivale a
1-hA+1n*4% <1

esto es: hA(ZhA-1)<0
y, como hA4 > 0, equivale a Th4-1<0
es decir, hA4<2

Se puede concluir entonces que el método RK2 es condicionalmente estable; se requiere tomar

h<£
4
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En general, para valores de 4 que son suficientemente pequefios para lograr un error aceptable, se

satisface también la condicion de estabilidad.
Ejemplo 6

Resuelva la ecuacion
dy

A 0)=5
i y »(0)

en el intervalo 0 <x <5 con paso 2= 0,4 y & =0,2 utilizando RK2. Analice la estabilidad del
método.

Solucidn:

La condicion de estabilidad requiere en este caso que
h< % =0,2857

lo cual no se cumple si se toma 4 = 0,4. En la tabla 7 se muestra la solucion analitica:

—Tx

y=15e

y las obtenidas con RK2 para 7 =0,4 y /= 0,2. Notese la inestabilidad en los resultados obtenidos

con paso i1 =0,4.

Solucidén RK2 con RK2 con
X exacta h=0,4 h=0,2

0,0 5,0000000 5,0000  5,000000
0,4 0,3040503 10,600  1,682000
0,8 0,0184893 22,472 0,565825
1,2 0,0011243 47,641 0,190343
1,6 0,0000684 101,00 0,064032
2,0 0,0000042 214,11 0,021540
2,4 0,0000003 453,93 0,007246
2,8 0,0000000 962,32 0,002436

32 0,0000000  2040,1 0,000820

3,6 0,0000000 4325,1 0,000276

4,0 0,0000000 9169,1 0,000093

4.4 0,0000000 19438 0,000031

4.8 0,0000000 41210 0,000011
Tabla 7
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Meétodo de Runge - Kutta de orden cuatro

A partir del método de Taylor de orden cuatro, se pueden deducir varios esquemas de Runge —
Kutta orden cuatro, de modo similar (naturalmente, mucho mas laborioso) al usado para obtener
RK2. De estos esquemas, el mas popular es el siguiente:

K] :hf(‘xn’yn)
KZ zhf(xn +%h5yn +%K1)
RK4: Ky=hf(x,+%h,y, +1K,) n=0,1,2,3,..

K4 :hf(xn +h7yn +K3)
Y1 = Va +%(K1 +2K, +2K;+K,)

cuya interpretacion geométrica se deja al lector. El método, por ser una consecuencia de Taylor
orden con cuatro, posee:

Error local: O(%)

Error total: O(h*)

por tanto, el error total se puede estimar mediante doble calculo como:

e, = Y = Van
27 -1
con p = 4, es decir: e, = Yh 1_5y2h (19)

De forma similar a la utilizada para RK2, se demuestra que el método es estable para la ecuacion
modelo:

Yo gy 40
dx

si se toma 24 < 2,785, lo cual se satisface para los valores de /4 utilizados normalmente.
Algoritmo en seudo codigo para RK4

El algoritmo que sigue obtiene la solucion aproximada del problema de Cauchy

% = f(xy)

(X)) =¥y
en un intervalo xo <x < xz con paso 4 > 0. Se suponen conocidos: la funcion fx, y), las condiciones
iniciales (xo, yo) el valor final xr y el paso 4.

n:=0

do while x,, < xr
(x4, y») €s un punto de la solucion aproximada
Kl = hf(xm yn)
Ky = hf(x, ++h,y, +3K,)
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K= hf(x, +1h,y, +1K,)
K4 = hf(xn +h’yn +K3)
V1 = yn+ (K 42K, + 2K, + K,)

Xpr1 =X, t h

n=n+1
end
Terminar
Ejemplo 7
Resuelva el problema
d
Pox-y  y1=3
dx

en el intervalo 1< x <5 mediante RK4 con cuatro cifras decimales exactas.

Solucion:

Se comenzara tomando 4 = 0,2. El primer paso del método se muestra a continuacion en detalle.
x=1 y=3

Ki = hfixo, v0) = 0,2/(1;3) =0,2(1 -3)=- 0,4

K, =hf (xy++h,y,+3K,)=02A1,1;2,8) = 0,2(1,1 - 2,8) =— 0,34

Ky =hf(xy++h,y,+5K,)=02A1,1;2,83)=0,2(1,1 - 2,83) =— 0,346
K,=hf(xy+h,y,+K;)=0,2£1,2;2,654)=0,2(1,2 - 2,654) =— 0,2908

=Y+ +(K +2K, +2K;+K,)=3++(-0,4-0,68-0,692 - 0,2908) = 2,6562

El resto de la solucidén se muestra en la tabla 8. También se incluyen los célculos para 2 = 0,1 y los
errores correspondientes obtenidos mediante la formula (19) parax=1, 2, 3,4 y 5. En este caso no
ha sido necesario tomar valores de 4 mas pequefios pues, como se observa, con 2 = 0,1 se obtiene
un error suficientemente pequeno.

h=0,2 h=0,1
y y Error

3,000000  3,000000  0,000000
2,103656  2,103639  0,000001
2,406019  2,406007  0,000001
3,149368  3,149362  0,000000
4,054950  4,054947  0,000000

DN AWK = =

Tabla 8
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Obsérvese que, para obtener resultados con solo tres cifras decimales exactas para este mismo
problema (ejemplo 5) utilizando RK2 fue necesario emplear 2 = 0,025 mientras que con RK4 se han
obtenido cinco cifras decimales exactas con paso /# = 0,1. Por supuesto, debe tomarse en cuenta que
cada paso de RK4 requiere evaluar la funcién f cuatro veces mientras que RK2 solo requiere dos
evaluaciones, pero aun asi, el método de cuarto orden es mucho mas eficiente. En este problema,
por ejemplo, utilizando RK2 con # = 0,025 se necesitan 160 pasos para cubrir el intervalo 1< x <5,
lo que representa 320 evaluaciones de la funcion f; utilizando RK4 con /# = 0,1 se emplean 40 pasos
para un total de 160 evaluaciones de f, es decir, en la mitad del tiempo de calculo se obtienen
resultados con dos cifras decimales exactas adicionales.

Ejercicios
1. Considere el problema de Cauchy

dy x-—y
2= 2)=1
dx Inx @)

a) Analice la estabilidad de la ecuacidn en el intervalo 2 < x < 6 mediante el comportamiento
de f,(x, y).

b) Analice su campo de direcciones (utilice un programa computacional adecuado) y verifique
su estabilidad en el intervalo dado.

¢) Halle su solucion con tres cifras decimales exactas en el intervalo 2 < x < 6 utilizando los
métodos de Euler, RK2 y RK4. Compare la cantidad de veces que fue necesario evaluar la
funcion f'en cada caso.

2. Sea la ecuacion diferencial
(= x)dx + (y +3x)dy =0 (0) = 4

a) Analice la estabilidad de este problema mediante la construccion (con un programa
computacional) y la observacion del campo de direcciones.

b) Halle la solucion de la ecuacion en el intervalo 0 <x < 5 con cuatro cifras decimales exactas
mediante RK4.

c¢) Repita el inciso b) cambiando la condicion inicial por y(0) = 4,001, compare con el
resultado obtenido en b) y explique.

3. Resuelva la siguiente ecuacion diferencial con cuatro cifras decimales exactas

dy
— = - X
dx Y

en el intervalo 0 < x < 5 con las condiciones iniciales:

a) »(0) = 0,999
b) 1(0) = 1,001

mediante RK4, con cuatro cifras decimales exactas.

¢) Compare los resultados obtenidos en a) y b) y explique, observando el campo de
direcciones de la ecuacion.

4. En las paginas anteriores se han dado algoritmos para los métodos de Euler, RK2 y RK4 que
suponen / > 0. Introduzca en dichos algoritmos las modificaciones necesarias de manera que
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admitan lo mismo valores positivos que negativos de 4. Tenga en cuenta que los valores de x
y xr deben ser consecuentes con el signo de 4.

No es dificil elaborar algoritmos para resolver ecuaciones diferenciales que seleccionen
automaticamente el tamafio / del paso. Sea ¢ la tolerancia relativa que se desea obtener en la
solucion (g es el mayor error que se permitird acumular por cada unidad que avance la
solucion; puede obtenerse dividiendo el maximo error absoluto permitido entre la amplitud del
intervalo en que se desea obtener la solucion). Construya un algoritmo basado en RK4 que
utilice el método de doble calculo para estimar el error en cada paso y que reduzca el paso a la
mitad si se excede la tolerancia relativa y lo duplique si se esta obteniendo un error 40 veces
menor que lo que permite la tolerancia relativa.

Una curva pasa por el punto (1, 1) y posee la siguiente propiedad: La recta tangente a la curva
en un punto (x, y) (x positivo) corta al eje y a una distancia x del origen de coordenadas.
Obtenga la ordenada del punto de la curva cuya abscisa es 1,5. D¢ el resultado con cuatro
cifras decimales exactas.

La suposicion de que una poblacion crece con una tasa constante conduce a la sencilla
ecuacion:
dP
—=kP
dt
donde P: Poblacion en el instante ¢.
k: Tasa de crecimiento.

En la mayoria de los casos este es un modelo demasiado simple para un problema real, pues
sucede que, al aumentar P (que lo haria exponencialmente, si se toma este modelo) aparecen
factores ambientales y limitaciones de recursos materiales que actiian en contra de este
aumento y provocan el efecto de disminuir la tasa de crecimiento. Un modelo mas satisfactorio
es:

dpP

—=(a—-bP)P

dt
con a y b positivas, propuesto en 1840 por el matematico y bidlogo belga P. F. Verhulst, y
conocido como ecuacion logistica.

a) Interprete el modelo logistico comparandolo con el modelo simple (2—1; =kP.

b) Considere el caso c;—f =(0,9-0,01-P)P; P(0)=10 y determine la poblacién en ¢ =10 con

todas las cifras enteras exactas.

Un hombre saca a pasear a su perro. El hombre camina por un sendero en linea recta y el perro
no quiere moverse, pero el hombre lo va halando con una cadena de tres metros de largo, como
se muestra en la figura. Considere como instante inicial, el momento en que el perro se hallaba
a dos metros del sendero. Defina un sistema coordenado xy donde el eje x coincide con el
sendero y el eje y es perpendicular al x y pasa por la posicion inicial del perro. Halle la
trayectoria del perro para 0 <x < 6 con error menor que 1 mm.

492



cadena Hombre

trayectoria
del perro sendero

Sobre una mesa cuadrada de dos metros de lado, hay cuatro hormigas, una en cada esquina de
la mesa. En el instante # = 0 comienzan a caminar las cuatro hormigas, todas a la misma

velocidad, y lo hacen de manera que cada una se mueve en la direccion en que se encuentra en
ese instante la hormiga a su derecha, como se muestra en la figura. Tome un sistema de

referencia con origen en el centro de la mesa y ejes paralelos a los bordes y halle, con error
menor que 1 mm la trayectoria de la hormiga H desde x = —1 hasta x = 0.

o
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7.4 Métodos de paso multiple

Todos los métodos estudiados en la seccidn anterior son de paso simple. En ellos el valor de y,+; se
calcula teniendo en cuenta solamente y, mediante algiin algoritmo que puede simbolizarse por

yn+l = G(yn)

Los métodos de paso multiple, por el contrario, utilizan varios valores anteriores a y, para calcular
Vut1. Asi, sise usa los ultimos p + 1 valores de la solucion: y,, yu_1,..., ¥»p, para hallar y,.,. se dice
que se trata de un método de paso p + 1, que se simboliza:

yn+1 = G(ym yn—la---, ynfp)

Por ejemplo, un método de paso cuadruple seria del tipo:

Vnr1 = G(ym Yn-1> Vn-2, yn73)
Comparacion entre los métodos de paso simple y paso multiple

En términos generales, existen varias importantes diferencias entre estos dos tipos de métodos:

e  Como en los métodos de paso multiple se utiliza una mayor cantidad de informacion acerca de
la solucion ya calculada, se logra una mayor eficiencia computacional, en el sentido de una
menor cantidad de operaciones para obtener una exactitud similar.

e  Un método de paso p +1 no puede funcionar mientras no se conozcan p +1 valores de la
solucion: yo, y1, ¥2,..., . Como en el problema de Cauchy solo se conoce y,, es necesario
utilizar algiin método de paso simple para calcular los primeros p valores de la solucién: y,
V2,..., Vp. Por esto se dice con frecuencia en el lenguaje técnico que los métodos de paso
multiple no son capaces de “arrancar”.

e  Como los métodos de paso simple solamente utilizan el valor y, en el calculo de y,, ellos se
basan en aproximar la solucion de la ecuacion diferencial mediante un polinomio de Taylor en
el punto x,. Recuérdese que los métodos de Euler y Runge — Kutta fueron deducidos de esta
forma. Los métodos de paso multiple, por otra parte, puesto que usan varios valores de la
solucion, suelen estar basados en aproximar la solucion de la ecuacion diferencial mediante
alguna funcion interpoladora, usualmente un polinomio.

Los métodos de Adams — Bashforth

Los métodos de Adams — Bashforth forman una familia de métodos de paso multiple tipica. Uno de
los méas usados es el de paso cuadruple que se va a deducir y estudiar a continuacion con algin
detalle. Después se extenderan los resultados obtenidos a otros métodos de Adams — Bashforth de

diferente orden.

Sea, como hasta ahora, el problema de Cauchy:

% —fny) )=
X
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y suponga que se han obtenido valores
,VO, ,VI, yza"'a yn

los cuales son aproximaciones de la solucién exacta:

V(x0), (x1), Y(x2),.. Y(Xn)
para valores de x tomados con paso 4.
Se desea hallar y,.; como aproximacion de y(x,1).

Como y(x) es la solucion del problema de Cauchy, se cumple que:

D _ (5, y()

X

Esto es, dy(x)= f(an/(x))dx

Integrando: ]ﬁd}f(x) = Tf(x,y(x))dx

Es decir: POt =95+ [ £y (1)

Xn

Para calcular aproximadamente la integral que aparece en (1), se sustituird la funciéon f (x, y(x)) por
el polinomio interpolador de tercer grado p(x) correspondiente a los cuatro nodos:

(x11739ﬂ73)5 (xn729ﬁ172)5 (xnflaf;lfl)a (xmﬁ’t)
donde se utiliza la notacion:  fi=f(x;,y;) para i=n—-3,n-2,n—1,n
De este modo, la formula exacta (1) da lugar a la ecuacion:

Xnt1

Vo =y, + [ p)dx 2)

xn

Si se supone que los valores y; son buenas aproximaciones de y(x;), entonces f; sera una adecuada
aproximaciéon de f (xi, y(xi)) y el polinomio p(x) no diferira mucho de la funcion f° (x, y(x)) en el

intervalo [x,3, x,,]. Notese, sin embargo, que aun cuando todas estas aproximaciones fueran
satisfactorias, se estd empleando un polinomio interpolador calculado con nodos en el intervalo
[x.3, x,] para calcular una integral en el intervalo [x,, x,+]; este hecho tendra una importante
incidencia en la exactitud de la férmula obtenida.

El polinomio interpolador puede expresarse mediante la formula de Lagrange como:

p(X) = Ln (x)fn + Lnfl (x)fn—l + Ln—z (x)fn—Z + Ln—3 (x)ﬂz73
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asi que la ecuacion (2) pasa a ser:

Xntl Xnsl Xn+l

Yne1 =V + f;’l jLn (.X')der‘ fn—l J.Ln—l (x)dx + fn—2 '[Liz—Z (x)dx + fn—3 J.Ln—3 (x)dx (3)

X)I Xn

donde: L, (x)= (x=x,_(x—x, ,)(x—x,_3)
(x, —x, )(x, —x, )X, —X, 3)

L (x) = — ) =2 )X = X, )
" (xn_l X )(xﬂ—l - xn—Z)(xn—l - xn—})

(x X )()C X1 )(x — xn—3)
(xn—2 _xn)(xn—Z _xn—l)(xn—Z _xn—3)

Ln—Z (x) =

L (x) = (X — % )(x — xnfl)(x - xn,z)
n-3 (xn_3 - X, )(.xn_3 —X,_1 )('xn—S _xn—Z)

Las integrales de la ecuacion (3) no son dificiles de calcular. A modo de ilustracion se calculara la
primera en detalle y se escribira el resultado obtenido para las otras.

X

Tan (x)dx — T (x ~ X )(x _ xn—Z)(x — xn—B) dx (4)
x, (xn - xn—l )(xn - xn—z )(xn - xn—B)

X)l
Para simplificar los calculos es util hacer el cambio de variables:
§=X—Xy

En la figura 1 se muestra el significado geométrico de s y de los demas términos que aparecen en la
integral.

s
f_H
Xn-3 Xn-2 Xn-1 Xn T Xn+1
X
Figura 1
De la figura es obvio que:
X—X,_1=h+ts
X—Xp2=2h+s
X—X,3=3h+s
Xp—Xp1=h
Xy —Xpo=2h
Xn —Xp3 = 3h
También se observa que: xX=x, < s=0
X=Xy & s=h
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Como, ademas, ds = dx, la ecuacion (4) se convierte en:

X,

(s +h)(s +2h)(s +3h) s

].HL” (x)dx =
(h)(2h)(3h)

h
:#[(ﬁ +6hs? +11h%s + 6k )ds
0

- 6%[%5‘ +2hs® + U125 + 6h's |

:#B+2+%+6]h4

_55
_24h

En forma similar:

[Loadc==5h  [Lomdc=3%h L x)de=—3h

xn

Sustituyendo las integrales calculadas, la ecuacion (3) se transforma en:

h
yn+1 :yn+£(55ﬁ1_59f‘nfl+37fn—2_9fn—3) (5)

que es la formula de Adams — Bashforth de orden 4 (AB4). Integrando en [x,, x,+1] el error de
interpolacion de Lagrange:

d4
RGN
R(x) =X 41 (x_'xn )(X - xn—l)(x X2 )(X - xn—})

se obtiene una expresion para el error local del método:
Error local: 211®(c)n’ (6)
El error total sera del orden de 4*, o sea:

Error total: O(h*)

Como se ve, el método de Adams — Bashforth de paso cuadruple, es un método de cuarto orden
(error del orden de A%), al igual que RK4.

Los métodos de Adams — Bashforth de otros 6rdenes se obtienen de forma similar. A continuacion

se resumen las formulas correspondientes a los mas usados, asi como los errores locales
correspondientes.
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Método Férmula Error local Error total

h

AB2 Yust =¥n+5CFu=Sor) NGl o)
h

AB3 Yut =¥n 15234, =16/, +51,5) Y n’ O(r")
h

AB4 Yurt =¥n 257530, =39, #3712 =9,3) AN O(h")

Algoritmo en seudo codigo para AB4

El algoritmo que sigue obtiene la solucion aproximada del problema de Cauchy

dy
-\ = f(x9 y)
dx
y(x0) =¥,
en un intervalo xo < x < xr con paso 4 > 0. Se suponen conocidos: la funcion f{x, y), las condiciones

iniciales (xo, o) el valor final x5y el paso 4.

Calcular y;, y,, y; mediante RK4

fori=0to3

Ji =i yi)
end
n:=3

X, = X0 t nh
do while x, < xr
(x4, y») €s un punto de la solucioén aproximada

h
yn+l = yn +ﬁ(55f;1 _59fn—1 + 37f;1—2 - 9f;1—3)

Xpr1 =X, t h

ﬁl‘*'l ::ﬂxnﬂa yn+l)

n=n+1
end
Terminar
Ejemplo 1

Resuelva el problema de Cauchy

d
o=ty ¥0)=05

X

en el intervalo 0 < x <5 mediante RK4 y AB4 con pasos # =0,2 y 0,1. Compare ambos
resultados con la solucidn exacta

Solucidn:

Los valores exactos de la solucion son:
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1(1) = 0,8243606; 1(2) = 1,3591409; y(3) = 2,2408445; y(4) = 3,6945280; ¥(5) = 6,0912469.

En la tabla 1 se muestran los resultados obtenidos. Observe que, a pesar de que ambos métodos son
de orden 4, los resultados de RK4 son mas exactos que los de AB4; esto se debe a que el coeficiente
de h* es menor en el primero que en el segundo. Tenga presente que AB4 requiere cuatro veces
menos evaluaciones de f{x, y) que RK4 (AB4: una evaluacion por paso; RK4: cuatro evaluaciones
por paso).

h=0,2 RK4 h=0,2 AB4 h=0,1 RK4 h=0,2 AB4
Solucién Error Solucidn Error  Soluciéon Error Solucion Error

0,500000 0,000000 0,500000 0,000000 0,500000 0,000000 0,500000 0,000000
0,824360 0,000001 0,824355 0,000006 0,824361 0,000000 0,824360 0,000001
1,359140 0,000001 1,359112 0,000029 1,359141 0,000000 1,359139 0,000002
2,240842 0,000002 2,240764 0,000080 2,240844 0,000000 2,240838 0,000006
3,694522 0,000006 3,694340 0,000188 3,694528 0,000000 3,694514 0,000014
6,091235 0,000012 6,090845 0,000402 6,091246 0,000001 6,091218 0,000029

DN A W= O

Tabla 1

Comparando los resultados con paso #=0,2 y 4= 0,1 se aprecia que, en ambos casos el error
disminuye unas 16 veces al disminuir el paso a la mitad, lo cual se debe a que se trata de métodos
de cuarto orden.

Los métodos de Adams — Moulton

Como ya se ha sefialado, la causa principal de la menor exactitud de los métodos de Adams —
Bashforth radica en el hecho de que utilizan un polinomio interpolador en el intervalo [x,_,, x,] para

aproximar a la funcion f (x, y(x)) en el intervalo [x,, x,+1], y ya se sabe lo inconveniente de la
extrapolacion polinomial.

Los métodos de Adams — Moulton resuelven este problema tomando los nodos de interpolacion en
[Xyp» X4+1], lo cual aumenta considerablemente la exactitud pero, como se verd, introduce nuevas
dificultades. Al igual que antes, se deducira solamente la férmula para el método de cuarto orden
(que, en este caso, es de paso triple).

Sea el problema de Cauchy:
dy

d_zf(X,Y) y(x0)=y0
X

y suponga que se han obtenido valores aproximados de la solucién:

,VO, ,VI, yza"'ayn

para los valores xo, X1, X2,..., X, de x tomados con paso /4. Considérese de nuevo la ecuacion (1):
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Xnt1

Y(x,0) = y(x,) + jf (v, y(x) dx

X)I

Abhora la integral se calculara aproximando la funcién f (x, y(x)) mediante el polinomio
interpolador p(x) de tercer grado correspondiente a los cuatro nodos:

(xn—23ﬁ1—2)5 (xn—laf;’l—l)a (xnaﬁ)a (xn+laﬁl+1)
Notese que, al proceder asi, se esta suponiendo conocido f+1 = f{x,+1, Vu+1), que depende
precisamente del valor y,+; que se estd procurando calcular. Sin embargo, no es nada extrafio en

Algebra, plantear una ecuacion que contenga a la incognita en ambos miembros. El polinomio
interpolador, utilizando de nuevo la formula de Lagrange, seria:

p(X) = Ln+1 (x)fn-H + Ln ()C)f;,, + Ln—l (x)f;q—l + Ln—2 (x)](n—Z

Sustituyendo p(x) en lugar de f (x, y(x)) en el integrando de (1), resulta:

Yns1 = )Vn +fn+1 ILn+l(x)dX+ﬁ, jLn(X)dX-i‘f,FI jLn—l (x)dx+f,kz J‘Lniz(x)dx (7)
donde: L, (x)= (x—x)(x=x, Jx=x, ,)

('xn+1 _xn)(an _xn—l)(an _xn—Z)

Ln ()C) — (x_anrl)(x_xn—l)(x_xn—Z)
(xn _xn+1)('xn _xn—l)(xn _xn—2)

L (_x) = (x_xn+1)(x—x,,)(X—xn_2)
" (x"_l _x”+1)('xn—1 _xn)(xn—l _'xn—2)

Lo ()= —E %)) =X, )
" (xn_z - x,1+1)(xn_2 X )(xn—Z - xn—l)

A modo de muestra, se calculara en detalle la ultima de estas integrales.

Xntl Xntl

j L, ,(x)dx = j

xn xn

(x—x, ) =x)x=x, )
(xn—2 - xn+l )(xn—Z - xn )(xn—Z - xn—l)

Haciendo de nuevo el cambio de variables:

S =X—X,
resulta: X—Xpil =X —Xg T X — X1 = (X —X,) — (Xps1— X)) =S5 — A
X—X,=8
X=X, =s+h
Xp2—Xys1 =—3h
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Xpo—X,=—2h

xn—Z_xn—l:_h

x=x, < s=0
X=X < s=h
dx =ds

La integral queda:
Xnsl h
ILn—Z(x)dx: wds
 (3n)(=2)(=h)

h
1 32
=———| (s’ —h"s)ds
3
6h '([

:_# %S4—%hzszt
el
= Lh
De forma similar:
TLHH (X)dx =7;h X]ran (x)dx =1 h XTILM ()dx=—<h
Sustituyendo en (7):

h
Ynn :yn+§(9f;1+l+19fn_5fn—l+fn—2) (8)

Que es la formula de Adams — Moulton de orden 4 (AM4). Puede probarse, integrando el error de
interpolacion en el intervalo [x,, x, +1], que el error local tiene la forma:

Error local: — -2y (1)h’ 9)

y que el error total es O(h*); por esta razon se dice que es un método de orden 4. Notese, sin
embargo, que para determinar y, | se necesitan y,, v, 1y V,_2, por lo que se trata de un método de
paso triple.

Si se comparan los errores locales de los métodos AB4 y AM4, ecuaciones (9) y (6), se aprecia que
el de AB4 es unas 13 veces mayor que AM4. Esto, como se habia previsto, se debe a que en el
método de Adams — Moulton no se ha empleado la extrapolacion de p(x).

Sin embargo, la formula AM4, al igual que los demas métodos de Adams — Moulton, presentan el
inconveniente de que el valor y,+; buscado no puede ser despejado por lo general. Por esta razon se
dice que es un método implicito. La ecuacion (8) suele resolverse por el método iterativo simple,
estudiado en el capitulo 2. Como se recordaré, la ecuacion
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fix)=0
se escribe en la forma x=g(x)
y se realiza el proceso iterativo Xn+1 = 2(x,) X0 € R (10)
Para que el proceso (10) converja, es suficiente que | g’(x)| < K <1en un entorno de la solucion que

incluya a x,. En el caso de la ecuacion (8), la incognita es y,+1, asi que la solucion ya esta escrita en
la forma adecuada para iterar:

h
yED =y, +g[9f(xn+l,yi’iﬁ)+19f,, -5f +fn—2] k=0,1,2, ..

Para que el proceso iterativo converja, es suficiente que:

0 h
‘—|:yn +_[9f(xn+l’yn+l)+19fn _an—l +fn—2]:| <K<l
aynﬂ 24
0 sea: %z <K<l
24 oy

Como se observa, ya que / es un valor reducido, la condicion de convergencia se satisface sin
dificultad; es mas, la cantidad
Oh of
24 oy
es, usualmente, proxima a cero, lo cual garantiza una rapida convergencia del proceso iterativo.

Notese, sin embargo, que este proceso iterativo converge a la solucion de la ecuacion (8), no ala
solucion exacta y(x,+;) de la ecuacion diferencial.

De forma analoga al caso de orden cuatro, se pueden deducir otras formulas de Adams — Moulton.
Las mas usadas se resumen a continuacion:

Método Foérmula Error local Error total
h
AM2 Vit =Vt E(f,m +/) -5y (n’ O(h*)
h
AM3 Y1 =Yy +E(5fn+l +8f;1 _f;1—1) —iy(“)(C)hét O(h3)
h
AM4 Yni1 = Vn +a(9ﬂ1+1 +19J(n _an—l + n—2) _%y(S)(c)hs O(h4)

Meétodos predictor — corrector

Los métodos predictor — corrector estan constituidos por un método implicito de buena exactitud
(que se llama ecuacion correctora) y un método explicito (ecuacion predictora) que aporta una
aproximacion inicial adecuada de y,+ para el proceso iterativo del método implicito.
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Los algoritmos de Adams — Bashforth y de Adams — Moulton suelen emplearse para formar pares
predictor — corrector. Para ello se seleccionan métodos del mismo orden, de modo que la
aproximacion inicial sea suficientemente buena para que la ecuacion correctora no haya que
aplicarla mas de una o dos veces.

Como ilustracion, y por ser uno de los mas empleados, se vera a continuacion el método predictor —
corrector de Adams de orden cuatro (ABM4):

Ecuacion predictora: AB4

h
y’('l(j’)l = yn +ﬁ(55.fn _59ﬁ1—1 +37fn—2 _9]{;1—3)

Ecuacion correctora: AM4

(k+1) _

Vit = Vu +_|:9f(xn+l’yftli)l)+19f;z =5ft n—Z] k=0,1,2, ..

Si ya han sido calculados yy, y1, y»,..., V» con la exactitud requerida, el calculo de y,+ requerira
evaluar la funcion funa vez para hallar yn ”) 'y tantas veces como se utilice la ecuacién correctora

implicita. Si se requiere aplicar el proceso corrector tres 0 mas veces, entonces cada nuevo punto de
la solucién necesitara cuatro o mas evaluaciones de /'y se perdera la principal ventaja del método
AM4 sobre RK4, que requiere cuatro evaluaciones de f'por cada paso. El método predictor de
Adams de orden cuatro se aplica de la siguiente forma:

Se selecciona un paso 4 suficientemente pequefio para que el proceso corrector converja
rapidamente, de manera que solo se requiera aplicar una vez la ecuacion correctora. Si esto se

consigue, entonces ¥\, se puede tomar como la solucién de la ecuacién correctora, de modo que
su error sera:

V() =y ==L ny O (1) (11)

Como se ve, se ha supuesto que yy, V1, V2,..., ¥, poseen un error muy pequeilo, de manera que el error
total de », puede estimarse como su error local. Por otra parte, el error total de y”, puede
estimarse como el error local de AB4, es decir:

y(xn+1)_yfz(-)+)1 :%hsy(s)(c) (12)

Tomando aproximadamente y°(t) = y®(c) =" y restando la ecuacién (11) de la (12), se tiene:
)’;(11431 yfzg)l (?S& 71290 )hs Y= %hsyv

Este resultado permite estimar el producto /°y"

~ 8|, (0)
~§[yn+l Ynil

Sustituyendo ahora en la ecuacion (11):

O o _ 19 1) (0) ()] (0)
y(xn+l)_yn+l ~ 7703 [yn-H yn+l]_ 9270 [yn+l yn+l]
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270 _

Como <= 14,2105, se acostumbra a tomar:

() -y m =L =0 ] (13)

La formula (13) significa que el paso 4 debe seleccionarse de modo que se cumplan dos requisitos:

1. El proceso corrector converge en un paso.
2. El error introducido en un paso, que puede estimarse como —ﬁ[y,ﬂljl - y,(l(i)l] es aceptable de

acuerdo con el error total que se puede acumular en la region solucion.
Si alguna de estas condiciones no se cumple, debe tomarse un valor menor de /.
Ejemplo 2

Resuelva el problema de Cauchy

d
=1y A0)=05

en el intervalo 0 < x < 2 mediante el método predictor corrector de Adams de orden cuatro
(ABM4), con paso 4 = 0,2. Obtenga aproximadamente el error introducido en cada paso y
verifique mediante el calculo exacto del error. La solucion exacta es

y=1te?

Solucidn:

En la tabla 2 se muestran los resultados. Observe como el error obtenido en cada paso puede
estimarse del orden de — 0,2:10°°, lo cual hace prever que en siete pasos del método predictor —
corrector el error total estara entre — 0,000001 y — 0,000002. Noétese que en la realidad, el error
total acumulado no sobrepasa — 0,000001.

nox, y,(lo) yf,l) -4 (y,(f) - yflo)) y(x,) Error total real
0 0,0 0,500000 0,500000 0,000001
1 02 0,552585 0,552585 0,000000
2 04 0,610701 0,610701 0,000000
3 06 0,674929 0,674929 0,000000
4 0,8 0,745910 0,745912 -0,00000014 0,745912 0,000000
5 1,0 0,824358 0,824361 —0,00000021 0,824361 0,000000
6 1,2 0911057 0,911060 —0,00000021 0,911059 -0,000001
7 1,4 1,006874 1,006877 —0,00000021 1,006876 —0,000001
8 1,6 1,112768 1,112771 —0,00000021 1,112770 —0,000001
9 1,8 1,229799 1,229802 —0,00000021 1,229801 - 0,000001
10 2,0 1,359138 1,359142 -0,00000029 1,359141 -0,000001

Tabla 2
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Algoritmo en seudo codigo para el método predictor — corrector de Adams

El algoritmo que sigue obtiene la solucion aproximada del problema de Cauchy

-%=fmw
J/(xo) =)o

en un intervalo xo <x < xz con paso 4 > 0. Se suponen conocidos: la funcion fx, y), las condiciones
iniciales (xo, o) el valor final xr y el paso 4.

forn=0to2 {Mediante RK4 se hallan los primeros tres puntos de la solucion}
(x4, y») €s un punto de la solucioén aproximada

Jo 1= s Yu)
Kl = hﬁ,

Ky = hf (x,+5h,y, +3K))

Ky = hf(x,+3h,y, +1K,)

Ky:= hf(x,+h,y, +K3)

Va1 =Y+ (K +2K, + 2K, +K,)
Xpi1 =X, th

end
n:=3
Jn =Sy Vi)

do while x, < xr
(x4, y») €s un punto de la solucion aproximada

h
yr(gr)l = yn +ﬁ(55.fn _59ﬁ1—1 +37fn—2 _9]{;1—3)

h
yn+1 :yn +ﬁ[9f(xﬂ+l’y§l(‘)¥)l)+l9fn _SJ(n—l + r1—2]

Xp+1 =X, th

n=n+l
ﬁl ::ﬂxm )"n)
end
Terminar

El método predictor — corrector de Adams de orden cuatro se compara muy bien con RK4 en cuanto
a exactitud y estabilidad. En el ejemplo que sigue, se compara la exactitud de ambos
procedimientos en la solucion de una ecuacion diferencial inestable.

Ejemplo 3

Resuelva el problema de Cauchy
d
=iy H0)=05

X
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en el intervalo 0 < x <5, con paso / = 0,2, mediante los métodos RK4 y predictor —
corrector ABM4 . Compare la exactitud de ambos resultados.

Solucidn:

En la tabla 3 se muestran, parax =0, 1, 2, 3, 4 y 5 los resultados obtenidos con cada método y sus
respectivos errores calculados por comparacion con la solucion exacta.

Solucién  Solucidén Solucion  Error Error
de RK4 de ABM4  Exacta de RK4 de ABM4

0,500000  0,500000  0,500000  0,000000  0,000000
0,824360 0,824361  0,824361  0,000001 0,000000
1,359140  1,359142  1,359141  0,000001 —0,000001
2,240842  2,240847  2,240845  0,000003 —0,000002
3,694522  3,694535  3,694528  0,000006 —0,000007
6,091235  6,091263  6,091247  0,000012 —0,000015

N AW — O |x

Tabla 3

Como se aprecia, los resultados poseen una exactitud similar. No obstante, el método predictor —
corrector requiri6 la mitad de las evaluaciones de f (2 por cada paso) que RK4 (4 por cada paso)

Estabilidad de los métodos de Adams

Al aplicar a la ecuacion diferencial modelo estable:

dy
—=—4 A>0
dx Y

el método de AB4: y,., =y, +%(55fn =597, +37f,.,—=9f,_3)
se obtiene, puesto que fi=-Ay;parai=n,n—-1,n-2y n-3,

Vsl = Vn +%(—55Ayn +594y, =374y, , +94y,_3)

es decir: [ +’;—j<—55y,, $59y, =379, 0490, 5) (14

Se trata de una ecuacion en diferencias lineal y homogénea, cuyas soluciones son del tipo:
_ i
yi=p

Los valores de B se obtienen sustituyendo en (14):
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BnH - Bn +Z_":(_556n + 59Bn—1 _37Bn—2 +9Bn—3)

n-3

Dividiendo por f* y trasponiendo:

Bt —p> +Z—‘:(55B3 —59B*+378-9)=0 (15)

La ecuacion en diferencias (14) es estable si y solo si todas las raices (reales e imaginarias) de la
ecuacion caracteristica (15) tienen valor absoluto menor que 1. Dado que la ecuacion (15) es de
cuarto grado, es muy engorroso obtener una expresion analitica de sus raices en términos de 44,
pero puede ser resuelta numéricamente para diferentes valores de #4. La tabla (4) muestra las cuatro
raices Bi, B2, Bs v B4 de (15) para valores de 24 con incremento 0,05. Nétese como, a partir de 24 >
0,3 aparece una raiz 3, con médulo mayor que 1.

hA B] Bz B3, B4

0,05 09512 -03713  0,1527+0,17251
0,10 09048 -0,5234  0,1947 £0,2032 i
0,15 08697 —-0,6530 0,2242+0,2232
0,20 08189  -0,7729  0,2479£0,2389 i
0,25 0,7792  -0,8879  0,2679 £0,2525i
0,30 0,7418 —1,0000  0,2853 £0,2650 i
0,35 10,7069 -1,1104  0,3007 £0,2771 i
0,40 0,6745 -1,2198  0,3143 £0,2890 ¢

Tabla 4

De este andlisis se concluye que el método de Adams — Bashforth de orden cuatro es inestable para
la ecuacién estable modelo para valores de 24 por encima de 0,3. Como se ve, valores de /4
relativamente pequefios pueden dar lugar a la inestabilidad del método AB4. Por suerte, el método
de Adams — Moulton presenta una mayor estabilidad. En efecto, la ecuacion AM4:

h
yn+1 :yn +§(9J(n+l +19J(n _an*l +fn—2)

aplicada a la ecuacién diferencial modelo:

L —dy A>0
dx
hA
da lugar al problema:  y,,, =y, + 22 TOVun =199, 45y, =3 0) (16)

que es una ecuacion en diferencias lineal y homogénea de tercer orden. Sus soluciones, del tipo
vi =P’ se obtienen, igual que antes, sustituyendo en la Gltima ecuacion:
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hA

BnH — Bn +§(_9Bn+l _19Bn +5Bn—l _Bn—Z)

n—2

Dividiendo por f* y trasponiendo:

B3_ﬁ2+z_j(9ﬁ3+19ﬁ2—53+1):0 (17)

La ecuacion (16) es estable si las raices de la ecuacion caracteristica (17) son menores que 1 en
valor absoluto. La tabla 5 muestra las tres raices de la ecuacion (17) para valores de 24 tomados con
incremento 0,5. A partir de 24 = 3 comienza la zona de inestabilidad del método de AM4.

hA B B2 Bs
0,0 1,0000 0,0000 0,0000
0,5 0,6058 0,1285 —-0,2255
1,0 0,3333 0,2240 —-0,6530
1,5 0,2309 +0,1242 § 0,2309 - 0,1242 i —-0,5819
2,0 0,2039 +0,1505 ¢ 0,2039 - 0,1505 § —0,7412
2,5 0,1874 +0,1611 i 0,1874 +0,1611 i —0,8801
3,0 0,1765 +0,1664 i 0,1765 - 0,1664 i —1,0000
3,5 0,1688 +0,1693 i 0,1688 —0,1693 i —-1,1033
4.0 0,1631+0,1711i 0,1631-0,1711 i -1,1929
Tabla 5

Al aplicar el método predictor — corrector de Adams de orden 4, puesto que la ecuacion predictora
se utiliza solamente para hallar una aproximacion inicial para comenzar el proceso iterativo de
Adams — Moulton, la inestabilidad viene determinada por este ultimo algoritmo y no por la
ecuacion de Adams — Bashforth.

Ejemplo 4

Resuelva el problema de Cauchy:
dy
— == 0)=1
o »(0)

con paso 4 = 0,5 en el intervalo 0 < x < 7 utilizando a) El método de Adams — Bashforth de orden
cuatro; b) El método predictor — corrector de Adams de orden cuatro. Compare con la solucién
exactay=e".

Solucidn:

La tabla 6 muestra todos los resultados obtenidos. En ambos casos, los tres primeros puntos de la
solucion numérica fueron calculados con RK4. El método predictor — corrector (ABM4) se aplicod
utilizando, en cada paso, una sola vez la ecuacion correctora de Adams — Moulton. Como se ve, el
método de Adams — Bashforth presenta inestabilidad (24 = 0,5 > 0,3) lo cual se manifiesta en
errores que crecen con gran rapidez hasta el punto de que ya el tercer punto de la solucion hallado
por AB4 no tienen ninguna cifra significativa exacta (el error alterna su signo debido a que la raiz
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de la ecuacion caracteristica con modulo mayor que 1 es negativa). El método de Adams — Moulton,

por el contrario, se encuentra en su zona de estabilidad (24 = 0,5 < 3) y por ello, se obtiene la

solucion con tres cifras decimales exactas, a pesar de que el paso tomado es mucho mayor que lo
recomendable para este ejemplo.

(x)

AB4 Error en
AB4

ABM4 Error en
ABM4

0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0
3,5
4,0
4,5
5,0
5,5
6,0
6,5
7,0

1,000000
0,606531
0,367879
0,223130
0,135335
0,082085
0,049787
0,030197
0,018316
0,011109
0,006738
0,004087
0,002479
0,001503
0,000912

1,000000  0,000000
0,606771 —0,000240
0,368171 —0,000292
0,223395 —0,000265
0,139746 —0,004411
0,084182 —0,002097
0,056326 —0,006539
0,029425  0,000772
0,026255 —0,007939
0,004706  0,006403
0,019464 —0,012726
—0,011755  0,015842
0,026937 —0,024458
—-0,032523 0,034026
0,050579 —0,049667

1,000000  0,000000
0,606771 —0,000240
0,368171 —0,000292
0,223395 —0,000265
0,134476 —0,000859
0,080918 —0,001167
0,048806 —0,000981
0,029382 —0,000815
0,017672 —0,000944
0,010642 —0,000437
0,006407 —0,000331
0,003855 —0,000232
0,002320 -0,000159
0,001397 —0,000106
0,000841 —0,000071

Ejercicios

1.

Tabla 6

Dada la ecuacion diferencial:

dy 2 2
—=Xx" -
dx Y

¥(1)=0,8

Obtenga su solucidn en el intervalo 1 < x < 3 mediante el método de Adams — Bashforth con 4

cifras decimales exactas.

Dada la ecuacion diferencial:

dy 2 2
—=x"+
dx Y

»(1)=08

Obtenga su solucion en el intervalo 1 <x < 1,5 mediante el método de Adams — Bashforth con
error absoluto menor que 0,0001. Compare con el resultado del ejercicio anterior y explique.

Resuelva la ecuacion diferencial

utilizando el método predictor — corrector de Adams de orden 4. Obtenga la solucion con

(e + y)dx—(y* +1)dy =0

w0)=1

cuatro cifras decimales exactas en el intervalo 0 < x < 2.
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Se sabe que las variables p y 0 estan ligadas por la ecuacion:
p’cosO do+(p+0)e’dp=0

y que para 0 = /6 la variable p toma el valor 2. Determine, con cuatro cifras decimales
exactas el valor que toma p para 6 = n/4. Utilice el método predictor — corrector de Adams de
orden 4.

Un cubito de azucar de 10 g se coloca en un gran recipiente de agua. Se quiere conocer su
velocidad al cabo de dos segundos, sabiendo que la fuerza de empuje es 0,4 veces la fuerza
peso, que la fuerza resistiva es proporcional a la velocidad (coeficiente 0,8) y que la masa del
cubito disminuye a razon de dos gramos por segundo debido a la disolucion del azicar en el
agua. Obtenga la respuesta en cm/s mediante el método predictor — corrector de Adams de
orden cuatro con dos cifras decimales exactas. Nota: La segunda ley de Newton para la
Mecénica, en su forma general, establece que

Fe d(mv)
dt

Una curva pasa por el punto (1, 2). Se sabe, ademas, que esta curva posee la propiedad de que
la recta tangente a ella en un punto cualquiera P corta al eje x en un punto 4 y al eje y en un
punto B tales que, P es el punto medio del segmento 4B. Se quiere conocer en que punto esta
curva corta a la recta x = 3. Obtenga la solucion con cuatro cifras decimales exactas mediante
el método predictor — corrector de Adams de orden cuatro.

Elabore un algoritmo en seudo c6digo para el método predictor — corrector tomando como

ecuacion predictora la de Adams — Bashforth de orden 2 y como ecuacion correctora la de
Adams — Moulton de orden 2.
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7.5 Ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales

En esta seccion se trata acerca de la solucion de las ecuaciones diferenciales ordinarias de orden
superior y de otros problemas equivalentes a ellas. Para resolver estas ecuaciones se requiere
conocer tantos valores de la variable dependiente como orden posee la ecuacion. Si todas las
condiciones vienen dadas para el mismo valor de la variable independiente, este valor se toma como
inicial y el problema se llama de condiciones iniciales. Este sera el caso que sera tratado ahora.

La estrategia que se sigue para resolver numéricamente este tipo de problema es transformarlo en
un cierto tipo de sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden con condiciones iniciales, el
cual, después, se resuelve aplicando cualquiera de los métodos numéricos desarrollados en las
secciones anteriores, a los cuales se les modifica ligeramente. Por esta razon se vera a continuacion
que caracteristicas deben poseer estos sistemas y como una ecuacion diferencial de orden superior
se puede transformar en tal sistema.

Problema de Cauchy de orden m

Considérese el sistema de m ecuaciones diferenciales del siguiente tipo:

du
d_.x:l = -fi(x’ul’uz’.“’uln)
du
d—;=ﬁ(x,ulauz,---aum)
du
d; = [ (XU, Uy 551,,)
u (xy) =uyq
Uy (xg) =iy,

con las condiciones iniciales:
um (XO) = umO
donde uy, u,,..., u,, son funciones desconocidas de la variable independiente x mientras que xo, 0,

U20,..., Ump SON NUMeros reales conocidos. Observe que no se trata de un sistema cualquiera de
ecuaciones diferenciales; debe tener las siguientes caracteristicas:

e El sistema contiene tantas ecuaciones diferenciales como variables dependientes.

e  Existe solamente una variable independiente.

e Todas las ecuaciones son de primer orden.

e En la ecuacion namero i existe una sola derivada que corresponde a la variable u,.

e Laderivada que contiene cada ecuacion aparece despejada en uno de los miembros de la
ecuacion.

e  Para un valor x, de la variable independiente se conoce el valor que toman todas las variables
dependientes.

A un sistema de ecuaciones diferenciales con todas estas caracteristicas se le llamara un problema
de Cauchy de orden m.
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Ejemplo 1

De los siguientes sistemas de ecuaciones, diga cuales son problemas de Cauchy y cudles no.
Cuando no lo sea, analice si se puede transformar en un problemas de Cauchy.

ﬂ—x—ty+2
a) gt X(3)=0
2 xy—e cosxy—y y3)=-18
dt
dv,
— =y +x
aglx v(0)=2
b) L2y -2 v,(0)=5
dx
dV3 2 V3(0,4):1
—=x" -
dx
dy  dz
—+4—=3xy— _
0) dx  dx e y1y=3
%—ﬂztanx z(h=4
dx dx
Solucion:

a) Se trata de un problema de Cauchy de orden 2. Las variables dependientes son x y y mientras
la variable independiente es 7. El valor inicial de la variable independiente es #, = 3.

b) No esun problema de Cauchy porque no satisface la condicion de que los valores conocidos
de las tres variables dependientes ocurran para el mismo valor inicial de la variable
independiente. Si se pudiera conocer el valor de v3(0) se tendria un problema de Cauchy de
orden 3.

¢) No es un problema de Cauchy, aunque es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden con condiciones iniciales. Las ecuaciones no tienen la forma requerida ya que en ellas
aparece mas de una derivada. Sin embargo, el sistema se puede convertir en un problema de
Cauchy de la siguiente forma:

Sumando miembro a miembro ambas ecuaciones, se obtiene:

5£=3xy—z+tanx
dx
Es decir: &z _3xy—z+tanx M
dx 5
Restando a la primera ecuacion, 4 veces la segunda, resulta:
5ﬂ=3x)’—2—4tanx
dx
i —z—4
0, lo que es igual: dy _3xy—z-4tanx 2

dx 5
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El sistema formado por (1) y (2) con las condiciones iniciales dadas:

dy _3xy—z—4tanx

dx 5

dz 3xy—z+tanx
dx 5
y()=3

z(1)=4

es un problema de Cauchy de orden 2, equivalente al sistema original.
Transformacion de una ecuacion de orden m en un problema de Cauchy
Casi todas las ecuaciones diferenciales de orden m con condiciones iniciales pueden ser

transformadas en problemas de Cauchy de orden m. Todo lo que se requiere es que la ecuacion
diferencial pueda ser expresada en la forma que sigue:

d"y dy d*y d™'y
=G| x,y,—,—=,..., 3
dx" [ Y dx’ dx? dx™! )
y(xp)=¢

Y'(x)=c,

»" ) =c,

lo cual se puede resumir en dos caracteristicas:
e Laecuacion posee condiciones iniciales.
e Laderivada de mayor orden (m) puede ser despejada.

Para transformar una ecuacion del tipo (3) en un problema de Cauchy de orden m se introducen m
nuevas variables u,, us,..., u,, definidas como sigue:

u=y
s
@
d’y
=3 )
m—1
Mm = d m—JI}
dx

Derivando respecto a x en ambos miembros de la primera ecuacion y teniendo en cuenta la segunda,
se tiene:

du
b=, (5)

dx
Derivando respecto a x en ambos miembros de la segunda ecuacion de (4) y teniendo en cuenta la
tercera, se tiene:
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du
—t=u (6)

dx
Este procedimiento se repte hasta derivar en ambos miembros la pentltima de las ecuaciones (4)
tomando en cuenta la tltima, para obtener:

du,, ,

= 7
dx “m ™

Ahora, se deriva en ambos miembros la ultima de las ecuaciones (4) y resulta:

du, d"y

dx  dx"

y, utilizando la ecuacion diferencial (3), se puede escribir:

X, V= PRERAEE 1
dx  dx dx™

du,, _G dy d_zy d" 'y
dx

La funcién G puede expresarse en términos de las nuevas variables u,, u,..., u,, definidas en (4) y se
tiene:

du,, =G(x,u1,u2,u3,...,um) ®)
dx

Las ecuaciones (5), (6),..., (7), (8) forman el sistema:

du _,

dx 2
s _y,

dx )

dum—l _u

dx m
dum = G(xaulaMZ:'--:um)

dx

Por su parte, las condiciones iniciales del problema original, dan lugar, teniendo presentes de nuevo
las formulas (4), en condiciones iniciales para las variables uy, us,..., u:

uy(xp) =¢
U (xy) =¢, (10)
um (XO) = cm

Es evidente que el sistema (9) con las condiciones iniciales (10) forman un problema de Cauchy de
orden m.
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Ejemplo 2

Transforme la siguiente ecuacion diferencial con condiciones iniciales en un problema de Cauchy.

2
d'y  d’ydy [d’y
—=4e' —=———x| —% | =cosy—4x
dx* dx?* dx dx® Y Y
»(2)=15

y'(2)=3,1

y"(2)=-08

y"(2)=3,7

Soluciodn:

A pesar de que se trata de una ecuacion diferencial no lineal de gran complejidad, cuya solucion
analitica resulta imposible, es facil expresarla en la forma requerida, pues la cuarta derivada puede
ser despejada sin dificultad:
2
d'y d’ydy [d’y
—=—=cosy—4xy—e' ——+x —%
dx* Y dx* dx dx’

Las nuevas variables u, u,, u3, us se definen como:

U=y

uy =)'
uy ="
u,=y"

Derivando en ambos miembros de cada una de estas ecuaciones y tomando en cuenta la ecuacion
siguiente y la propia ecuacion diferencial, se obtiene el nuevo sistema:

du, _,
dx :

duy . (11
dx N

duy _ cosu, — 4xu, — e uuy + x(u,)

dx

con las condiciones iniciales:

u,(2)=15

u,(2)=3.1 (12)
u;(2)=-0,8

u,(2)=3,7
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El sistema (11) con las condiciones iniciales (12) constituyen un problema de Cauchy de cuarto
orden. |

No solo las ecuaciones diferenciales de orden superior con condiciones iniciales pueden ser
transformadas en problemas de Cauchy, en muchos casos también puede hacerse con sistemas de
ecuaciones diferenciales de orden superior con condiciones iniciales, como se indica en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3

Transforme en un problema de Cauchy el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales con
condiciones iniciales:

V"0 +Z'(0)y" () = z(O) (1) + ' (0)
Z"()y"(t)=y'()z'(t) + y(t)Int

y(1,5)=3
V(1,5)=2
Y'(1,5)=-1
2(1,5)=0
Z(1,5) =1

Solucidn:

"

Despejando y"(¢) en la primera ecuacion y z"(¢) en la segunda, el sistema queda:

V") = 2Oy + LY () =2 (0)y" (1)

NIRUGE(GERYOITY,

Z”(t p
y'(1)
Sean u;, u,, us, us ,us, definidas como:
u=y
!
U, =y
n
U=y
U, =z
_ ’
Us=z

Ahora se deriva en ambos miembros de cada ecuacion y, teniendo en cuenta o bien la ecuacion
siguiente o una de las ecuaciones del sistema, resulta:
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au,

=u
dt
dt
% =uu, + U, —usu
dt 14 2 35
sy,
dt
dus _ uyus +uInt
dt U,
Con las condiciones iniciales:
u, (1,5 =3
u,(1,5)=2
u;(1,5)=-1
u,(1,5)=0
us(1,5)=1

que es un problema de Cauchy de orden cinco.
Solucion numérica de un problema de Cauchy

Cualquiera de los métodos estudiados para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden puede
ser adaptado para resolver problemas de Cauchy de orden m, solamente hay que realizar el siguiente
cambio. Si el método que se va a emplear consta de varias etapas en cada paso (por ejemplo, RK2
consta de tres etapas en cada paso: calcular K, calcular K, y hallar y,.,) entonces en cada paso de la
solucion del problema de Cauchy, se aplica la etapa 1 a las m ecuaciones, después, la etapa 2 a todas
las ecuaciones, etc. hasta aplicar la tltima etapa a todas las ecuaciones y con esto queda terminado
un paso.

Debido a que poseen una estructura mas simple, aqui solamente seran empleados los métodos de
Runge — Kutta de orden 2 y 4 para la solucion de problemas de Cauchy de orden m, que son los mas
frecuentemente usados.

El método RK2 para un problema de Cauchy de orden m

Sea el problema de Cauchy:

du,

dx _J(l(x:ulauZa'--,um) “1(x0):u10
du _
_2:f2(xaulau23'-'aum) uz(xo)_uzo

dx :
du u, (x))=u
d):i zfm(x9u19u2""9um) m( 0) m0
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Suponga que las variables uy, us,..., u,, han sido calculadas hasta el paso nimero n, es decir que se
conocen los valores uy,, Uay,..., Uy, ¥ S€ trata de determinar g 1, Uz yi1,---» Um 1 Mediante un paso
del método RK2. Este paso consta de tres etapas:

Etapa 1: Calcular las K;:

Etapa 2: Calcular las K5:

K =hfi(x,,u,,,t,,,..., U

mn )
)

K12 = hfZ(xn’uln’MZn ""7umn

Klm = hfm (xn’uln’MZn "“’umn)

Ky =hfy(x, +hyuy, + Ky iy, + K sestty, + K,
Ky =hfy(x, + houy, + Ky, + Ky esty, + K,

K, =hf,,(x, +hu,+ K u,, +K,,..,u,, +K,,)

mn

Etapa 3: Hallar la solucién en x;, +;:

_ 1
Uy g =y, +5 (K +Kyy)
_ 1
Uy oy = Uy, +5(Kjp +Ky)

um,n+l = umn +%(K1m + KZm)
Ejemplo 4
Dado el problema de Cauchy:
du,
— =X+uU, —u,
ddx u,(1,4)=3
D~ xu u,(1,4)=1,7
dx
du, uy(L,4)=2,5
— =u, +u, —u,
dx

Calcule dos pasos de la soluciéon mediante RK2 tomando 4 = 0,2.

Solucidn:
xXo=L4; uio=3; up=17; u3p=2,5

Paso 1

Etapa 1: Calcular las K;:

Ky, = hfy (Xg» 1y 19 Uzg) = Bf, (1,4 3;1,7; 2,5) = 0,2(1,4 +1,7 — (3)(2,5)) = —0,88
Ky = hfy (X, 110, g tt3) = iy (1,4; 3;1,7; 2,5) = 0,2(1,4)(2,5) = 0,7
K3 = hf, (Xg,1ty0, g izg) = hfy(1,4;3;1,7; 2,5) = 0,2(3+1,7 - 2,5) = 0,44
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Etapa 2: Calcular las K;:
Ky = hf,(xy + hyuyy + Kty + Koty + Ki3) = 01, (1,6; 2,125 2,4; 2,94) =
=0,2(1,6 + 2,4 — (2,12)(2,94)) =— 0,4466
Koy =hfs (xy + hyuyg + Ky + Ky ttq + Kp3) = 15 (1,65 2,12; 2,45 2,94) =
=0,2(1,6)(2,94) = 0,9408
Koy =hf5(xg + hyuyg + K| uyy + Kyt + K3) = hf5(1,6; 2,125 2,45 2,94) =
=0,2(2,12+2,4-294)=0,316
Etapa 3: Hallar la solucion en xi:

wy, =1y + (K, + Ky)) = 3+1(=0,88 - 0,4466) = 2,3367
1y, =ty + T (K, + K ) =1,7+1(0,7+0,9408) = 2,5204
g =ty + L (K s + Kpy) = 2,5+1(0,44+0,316) = 2,8780

X = 1,6, Uy = 2,3367, Uy = 2,5204, Uz = 2,8780
Paso 2

Etapa 1: Calcular las K;:

K,y = b, (x5t t3,) = B (1,63 2,3367; 2,5204; 2,878) =
=0,2(1,6 +2,5204 — (2,3367)(2,878)) = —0,5209

K,y = hfy (%, 1y sy 103,) = hf (1,63 2,3367; 2,5204; 2,878) =
=0,2(1,6)(2,878) = 0,9210

K3 = hf, (xy1yyy, 10,) = hfs (1,6; 2,3367; 2,5204; 2,878) =

=0,2(2,3367 +2,5204 — 2,878) = 0,3958

Etapa 2: Calcular las K;:

Ky, = hfy(x, + houy, + K, iy, + Ky, + K 3) = b (1,8;1,8158; 3,4414;3,2738) =
=0,2(1,8 +3,4414 — (1,8158)(3,2738) ) = — 0,1406
Ko, = hfy (x, + hyuy, + Kty + Kyt + Kp3) = b, (1,8;1,8158; 3,4414; 3,2738) =

=0,2(1,8)(3,2738) = 1,1786

519



Koy =hfy () + houy + K uy + Ky us, + K 5) = hf5(1,8; 1,8158; 3,4414; 3,2738) =
=0,2(1,8158 +3,4414 — 3,2738) = 0,3967
Etapa 3: Hallar la solucion en x;:

U, =, + (K, + K,y = 2,3367 +1(<0,5209 - 0,1406) = 2,0060
Uy =ty + (K, + Kyy) = 2,5204+1(0,9210+1,1786) = 3,5702
gy =ty + L (K s + Kpy) = 2,878 +1(0,3958 + 0,3967) = 3,2742

Xy = 1,8, Upp = 2,0060, Upy = 3,5702, U3y = 3,2742
La solucion manual de este ejercicio solo tiene un proposito didactico pues, como se aprecia, los
calculos son voluminosos pero el algoritmo es sencillo, condiciones ideales para utilizar un
programa de computadora.
Algoritmo en seudo codigo

El algoritmo que sigue obtiene la solucioén aproximada del problema de Cauchy

du,

E:f1(x,ul,uz,...,um) A
du )

dxz :fZ(xaulauz,...,um) Mz(xo)_‘uzo
du, u () =u
d; :fm(xaulauz,-..,um) m 0 m0

en un intervalo xo < x < xg con paso 4 > 0 mediante el método RK2. Se suponen conocidos: las
funciones fi(x, ty, Uzy..., Up), [2(, ULy Unyeeey Up)yeees frX, UL, Un,..., Uy), las condiciones iniciales (xo, uo,
Usg, ..., Uno) €l valor final xg y el paso 4.

n:=>0
do while x, < xr
(x> U1ny Uzpy -y Upy) €8 Un punto de la solucion aproximada
fori=1tom
Ky; = hfi(xu, Uin, Uopy ooy Upp)
end
fori=1tom
KZi = hf,-(x,,+ h, U, + K11, Uyt K12, weey Ut Klm)
end
fori=1tom
Uinrr = Ui+ (K +Ky;)

end
Xpr1 =X, t h
n=n+1
end
Terminar

520



Estimacion del error por doble cdlculo

La expresion obtenida para hallar el error por doble céalculo en el caso de una ecuacion diferencial
de primer orden

~Yn—Van

[

27 -1

puede ser extendida al problema de Cauchy de orden m. Los detalles de la deduccion seran
omitidos. Sea u, el vector de soluciones obtenidos para un cierto valor x utilizando paso /# con un
método de orden p (en el caso de RK2, p =2) y sea uy; el vector de soluciones correspondiente al
mismo valor x pero calculado con paso 2/, entonces, si e, representa al vector de errores
correspondiente a u,,, puede probarse que

fo | = el (13)

donde, como se recordara de la seccion 3.1, la notacion ||x|| significa la norma del vector x, es decir,
el mayor valor absoluto de las componentes del vector x.

Observe que la formula (13) establece una manera de estimar la mayor componente del vector de
errores, esto significa que se obtiene realmente una cota superior para los errores de las variables u,

Uyeeny Up.

Para el método RK2, como p = 3, la formula (13) resulta:

u, —u
|eh z” h 217" (14)
3
Ejemplo 5
Resuelva el problema de Cauchy
du,
— =X+ U, — Uy
dx u,(1,4)=3
% ~ u, uy(1L4) =1,7
X
du, uy;(1,4)=25
— =u, +u, —u,
dx

En el intervalo 1,4 <x <3 con pasos 2= 0,1 y 2= 0,2. Muestre las soluciones obtenidas y una cota
del error para x = 1,8; 2,0; 2,2; 2,4; 2,6; 2,8 y 3,0.

Solucién:
En la tabla 1 se muestran los resultados pedidos. Aparecen marcados con * los valores de las

variables que sirvieron para calcular la cota del error debido a que con ellos se obtiene la maxima
diferencia entre las soluciones halladas.
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h=0,1 h=0,2 Cota del
X [Z3] U Uus Uy U us error
1,4 3,0000 1,7000 2,5000  3,0000 1,7000 2,5000 0,0000
1.6 2,3114* 25141 2,8959  2,3367* 2,5204 2,8780  0,0084
1,8 1,9608* 3,5671 3,2985  2,0059*  3,5702 3,2742  0,0150
2,0 1,8524* 49132 3,8073 1,9014* 4,9065 3,7825 10,0163
2,2 1,8859* 6,6498 4,4981 1,9256* 6,6282 4,4726 0,0132
2,4 19819  8,9240* 54392 2,0055 8,8815* 54084 10,0142
2,6 2,0889 11,9441* 6,7064 2,0958 11,8706* 6,6628 0,0245
2,8 2,1830 15,9991* 8,4002 2,1751 15,8775* 8,3341 0,0405
3,0 2,2597 21,4922* 10,6629 22360 21,2944* 10,5611 0,0659

Tabla 1

El método RK4 para un problema de Cauchy de orden m

Se trata de nuevo del problema de Cauchy:

du
_l:ﬂ(xaulauZa'--,um)
dx
du
—zzfz(x,ul,uz,...,um)
dx
du .

= f (xuy,uy,...,uU,)
dx

u(xy) =y

Uy (Xy) =ty

um (x0) = umO

Se supone que las variables uy, us,..., u,, han sido calculadas hasta el paso nimero 7, es decir que se

conocen los valores uy,, Uay,..., Uy, ¥ S€ trata de determinar g 1, Uz yi1,---» Um 1 Mediante un paso

del método RK4. Este paso consta de cinco etapas:
Etapa 1: Calcular las K;:
Kll = hfi ('xn’uln’u2n ""’umn)
K12 = hfZ(xn’uln’MZn ""’umn)
Klm = hfm (xn b uln b u2n EARA] umn)

Etapa 2: Calcular las K5:

_ 1 1 1
Ky =hfi(x, + 5 huy, + 5 Ky, uy, + 5 K,
_ 1 1 1
K22 = hfz(xn +7h,u1n +7K11,1/l2n +5K12,...,

K,

1
Upp +3

1
u +7K1

— 1 1 1 1
K2m - hfm(xn +7h’uln +3K11’u2n +7K12""’umn +3K

)
)

m
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Etapa 3: Calcular las Kj:

_ 1 1 1
K =hfi(x, +7h,u1n +7K21,u2n +7K22,...,u
_ 1 1 1
K32 = hfz(xn +3h,u1n +5K21,1/l2n +5K22,...,1/l

K, =hf,(x, +%h’u1n +%K213”2n +%K22"“7umn "‘%sz)
Etapa 4: Calcular las Kj:

K, =hf\(x, + hu,, + Ky ,u,, +Ks5,,..ou,,, +K5,,)
Ky = hfy(x, + houy, + Kyp,uy, + Ksyoesuy,, + K5,)

Ky = (x, + howty, + K10, + Koty + K5,
Etapa 5: Hallar la solucién en x;, +;:

Uy = Uy, +%(K11 +2K,,+2K;, +Ky))
Uy yy1 = Uy, +%(K12 +2K,5, +2K5, +Ky,)

um,n+1 = umn + %(Klm + 2K2m + 2K3m + K4m)
Ejemplo 6
Dado el problema de Cauchy:
du,
— =X+uU, — U,
ddx u,(1,4)=3
% = x4 u,(1,4)=1,7
X
dl/l3 M3 (194) = 2a5
—=u, +u, — U,
dx

Calcule un paso de la solucion mediante RK4 tomando ~ = 0,2.

Solucidn:
xXo=L4; uio=3; up=17; u3p=2,5

Etapa 1: Calcular las K;:

Ky, = Iy (xg» 1ty 19, 130 ) = B (1,4 3; 1,7; 2,5) = 0,2(1,4 +1,7 — (3)(2,5)) = —0,88

K, =hf5(xy,uy0,Uy, Uso) = hf, (1,4 3, 1,7; 2,5) = 0,2(1,4)(2,5) = 0,7
K3 =hf,, (xq,u,Uy,Us) = hf5(L,4; 3;1,7; 2,5)=0,2(3+1,7-2,5) = 0,44

Etapa 2: Calcular las K5:

Ky =hfy(xg + S houyg + 3K sy + 5 Ky usy + 3 K ) = B (1,552,565 2,055 2,72) =
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=0,2(1,5 + 2,05 - (2,56)(2,72)) =— 0,6826
Ky, =hfs(xg + L huyy + 1 Ky + 5 Ky us + 5 K 5) = b5 (155 2,56; 2,05, 2,72) =
=0,2(1,5)(2,72) = 0,816
Koy = hfy(xy + 3 houyg +5 Ky + 5 Ky usg +3 K 5) = Bf5(1,5; 2,565 2,055 2,72) =
=0,2(2,56 +2,05-2,72) = 0,378
Etapa 3: Calcular las Kj:
Ky = hfy(xg + 3 by + 5 Ky upg + 3 Koy + 3 Kyy) = Afy (1,55 2,6587; 2,108; 2,689) =
=0,2(1,5 + 2,108 - (2,6587)(2,689)) = — 0,7082
Ky, = hfy (Xo + 3 by + 3 Ky + 3 Ky stz + 3 Kp3) = b5 (1,55 2,6587; 2,108; 2,689) =
=0,2(1,5)(2,689) = 0,8067
Ky = hfy(xg + 3 iy + 5 Ky + 3 Koy iy +3 Kyy) = Af5 (1,55 2,6587; 2,108; 2,689) =
=0,2(2,6587 + 2,108 — 2,689) = 0,4155

Etapa 4: Calcular las Kj:
Ky = hfi(xg + hyuyg + K,y + Ky 150 + K53) = hf (1,65 2,2918; 2,5067; 2,9155) =

=0,2(1,6 +2,5067 — (2,2918)(2,9155)) =— 0,5150

Koo = hfy(xy + hyttyg + Kyt + Koy tizg + K33) = b (1,6; 2,2918; 2,5067; 2,9155) =
=0,2(1,6)(2,9155) = 0,9333

K3 = hfy(xg + Bty + Ky thyy + Kooty + Ky ) = hfs (1,6; 2,2918; 2,5067; 2,9155) =
=0,2(2,2918 +2,5067 — 2,9155) = 0,3766

Etapa 5: Hallar la solucion en xi:

uyy =g + (K, +2K,, + 2K, +K,,) = 2,3039
Uy =y + (Kpy +2K,,) +2K5 + Kp) =2,5131
Uy = sy + ¢ (K3 +2K,5 + 2K 35 + K 13) = 2,9006

x1=1,8; uy;1=2,3039; uy; =2,5131; w3 =2,9006
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Algoritmo en seudo codigo

El algoritmo que sigue obtiene la solucion aproximada del problema de Cauchy

du,

E_fi(xaulauZa'":um) ul(xo):ulo

du —

d_2:f2(x:ulau2a'--,um) uz(xo)_uzo
A .

du, u, (x,)=u

d;:n :fm(xaulauZV"aum) mo 0

en un intervalo xo < x < xp con paso 4 > 0 mediante el método RK4. Se suponen conocidos: las
funciones fi(x, ty, Uzy..., Up), [2(, ULy Unyeeey Up)yeees frX, UL, Un,..., Uy), las condiciones iniciales (xo, uo,
U0, ..., Unp) €l valor final xzy el paso 4.

n:=0

do while x, < xr

(x> Utpy Uzpy -y Upy) €8 Un punto de la solucion aproximada
fori=1tom
Kli = hﬁ(xna Ulps Udpy «ovs umn)
end
fori=1tom
— 1 1 1 1
Ko = hfi(x, +5 houy, +5 Ky, +5 Kooyt + 5 Ky, )
end
fori=1tom
— 1 1 1 1
K3i T hf;‘('xn +5h7uln +EK21’u2n +EK22""’umn +5K2m)
end
fori=1tom
Ky =hf.(x, +hu, + Ky, u,, +Kyy,osu,, + K5,)
end
fori=1tom
Uit = Uin + (K + 2K, +2K5, + K )

end
Xpr1 =X, T h
n=n+1l
end
Terminar

Estimacion del error por doble cdlculo

Como RK4 es un método de orden 4 (p = 4), la féormula (13) resulta en:

”“h ‘“2h||

15 (15)

el ~

cuyos términos poseen el mismo significado que en la formula (14).
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Ejemplo 7

Resuelva el problema de Cauchy

du,

— =X+ U, — Ui,

ddx u,(1,4)=3
_;’2 = xu, u,(1,4)=1,7

X

du, u;(1,4)=2,5
—==u, +u, —,

dx

En el intervalo 1,4 <x <3 con pasos # =0,1 y # =0,2. Muestre las soluciones obtenidas y una cota
del error para x = 1,8; 2,0; 2,2; 2,4; 2,6; 2,8 y 3,0. Compare con los resultados obtenidos utilizando
RK2 (Ejemplo 5).

Solucién:
La tabla 2 muestra los resultados pedidos. Aparecen marcados con * los valores de las variables que

sirvieron para calcular la cota del error debido a que con ellos se obtiene la maxima diferencia entre
las soluciones halladas.

h=0,1 h=0,2 Cota del
X u; [75) Us U 175 Us error

1,4 3,00000 1,70000  2,50000 3,00000 1,70000  2,50000 0,00000
1.6 2,30398 2,51286* 2,90072 2,30387  2,51306* 2,90061 0,00002
1,8 194825  3,56751* 3,30503 1,94848  3,56788* 3,30471 0,00003
2,0 1,83980* 491718  3,81401 1,84042* 491762  3,81360 0,00005
2,2 1,87693* 6,65901 4,50568 1,87771* 6,65943  4,50532 0,00006
2,4 1,97788* 8,94079 544932 1,97839* §8,94112  5,44914 0,00004
2,6 2,08906* 11,97229  6,72194 2,08872* 11,97251 6,72190  0,00003
2,8 2,18545* 16,04538 8,42471 2,18360* 16,04549  8,42480 0,00013

3,0 2,26299* 21,56742 10,70128 2,25883* 21,56736 10,70144 0,00028

Tabla 2

Si se comparan los errores de la tabla 2 con los obtenidos en la tabla 1, se vera que, ahora se han
obtenido resultados mucho mas exactos. Mientras en RK2 (vea la tabla 1) la mayor parte de los
resultados solo tenian una cifra decimal exacta, en RK4 se obtuvo tres y hasta cuatro cifras
decimales exactas. Por supuesto, debe tenerse en cuenta que el método RK4 requiere dos veces mas
calculos que RK2.

Ejemplo 8

Segun se estudiod en la seccion 7.1 (ejemplo 3) cuando un péndulo ideal de longitud L se mueve, lo
hace de acuerdo con la ecuacion diferencial:

d*o
—gsen0=L——
g dr?
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donde g es la aceleracion producida por la fuerza de gravedad y 0 es el angulo de deflexion (en
radianes) respecto a la posicion de equilibrio (vea la figura 1). Un péndulo de L = 0,5 m se desplaza
45° de la vertical y se suelta. Halle su posicion al cabo de dos segundos con un error menor que
0,0001 radian. Utilice el método RK4. Suponga g = 9,8 m/s”. Compare graficamente con la solucién
que se obtendria tomando la aproximacion sen 0 = 6 que se hace frecuentemente para convertir la
ecuacion en lineal.

=

0 L=05m

Figura 1
Solucion:
Ademas de la ecuacion diferencial, se requieren las condiciones iniciales del problema que, de

acuerdo con el enunciado, son: posicidn inicial: 0 = 45° = /4 Rad. = 0,785398 y velocidad angular
inicial: cero. Por tanto, el problema a resolver es:

2
—-9,8sen0 = O,5d—2e
dt
6(0) =0,785398
0'(0)=0

y se desea determinar 6(2) con error menor que 0,0001.

Primero, el problema se debe transformar en un problema de Cauchy de orden 2. Para ello, se
introducen las nuevas variables u; y u, definidas como:

u, = 0
Uy = 9’
du, y
L T 0)=10,785398
de donde: dZt (0) B
611—2:—19,6senu1 1,(0)=0
t

En la tabla 3 se muestran los valores de u; y u, para ¢ = 2, obtenidos con diferentes pasos, asi como
los errores estimados mediante doble calculo.
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Cota del

h uy(2) ux(2) error
0,2 -0,461014 —2,612360
0,1 —0,484048 —2,637867 0,001700

0,05 —0,485493 —2,636478 0,000097

Tabla 3

Como se ve, al cabo de dos segundos el péndulo se encuentra formando un angulo de 0,48549
radianes con la vertical y del lado opuesto (negativo) al lado en que se soltdé. Como la variable u,
coincide con 6’ (velocidad angular), en el instante ¢ = 2 el péndulo se esta moviendo hacia la
izquierda (contrario al sentido positivo de referencia de la figura 1) con una velocidad de 2,63648
radianes por segundo. En la figura 2 se encuentran, en un mismo sistema de ejes, la grafica de u;(¢)
en el intervalo 0 < ¢ <2 (con puntos mas pequefios), construida a partir de los resultados numéricos
obtenidos y la grafica de la solucion u;(¢) (con puntos mayores) si se hubiera hecho la aproximacion
usual de sen 6 ~ 0 en el modelo del péndulo. Obsérvese que la diferencia entre ambos resultados es
muy significativa.

a.5

|

=

0
=
o
=
=
w

/

Figura 3
Ejercicios
1.  Dado el siguiente problema de Cauchy:
d_
de r—w v(0)=0
dw_ w(0)=1
dx

Halle v(0,6) y w(0,6) con paso 4 = 0,1 mediante RK4 y estime el error cometido.
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Dado el sistema:

dy

- = 2 —

i X"+ yl 2 x(l) =3
B enx—axy y()=2,5
dt

Halle x(2) y ¥(2) con cuatro cifras decimales exactas.

Dada la ecuacion diferencial

2
Ly Locyoxe 0=k y(0)-145

Halle la solucién en el intervalo [0, 1] de modo que y(1) tenga tres cifras decimales exactas.

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial en el intervalo 1 <x < 3. Muestre la solucién en 1,5;
2,0; 2,5y 3,0. La solucion debe poseer cuatro cifras decimales exactas.

d3y dy
PR y(@) y'a y'a)

Halle la solucioén de la ecuacion diferencial:

d’y dy d’y
— +3xy—— =senx 0O=1 y'(0)=0; y"(0)=2
o Y T »(0) y'(0) »'(0)

en el intervalo [0, 2] con cuatro cifras decimales exactas.

Dado el sistema:

2
d—J;Jer—cosy:e_z y(1.2)=1
ety Y(2)=2
E_ by 1,2)=0,5
dx dx y Z(J )_ s

Halle la solucion con tres cifras decimales exactas en el intervalo [1,2; 2,1].

En el ejemplo 5 de la seccion 7.1 se llegd al siguiente modelo matematico para el movimiento
de un planeta alrededor del sol.

km x d*x x(0) =7,
N »0)=0
_ my _dPy v, (0)=v,,
(2 +y2)" ar v,(0)=v,,
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10.

donde m; es la masa del sol, k es la constante de gravitacion universal y v, y v, son las
componentes de la velocidad del planeta en el instante inicial. Transforme este sistema en un
problema de Cauchy.

En el ejemplo 4 de la seccion 7.1, se mostro el modelo de Lotka — Volterra para dos
poblaciones x(¢) de presas y y(¢) de depredadores:

dx
—=ax—bx
di 4
dy
—=—cy+dx
r y Y

Suponga que en una isla hay un area protegida donde habitan lobos y alces. Los alces se
alimentan del bosque y los lobos se alimentan de los alces. A partir de datos historicos se han
determinado las constantes del modelo para esta situacion especifica: a =0,3; b=0,01111;
¢=0,2106; d=10,00002632. Se sabe, por un censo realizado este aflo, que existen en la isla
577 alces y 50 lobos. Haga una prediccion de cuantos alces y lobos habra dentro de 15 afios y
dentro de 28 afios.

Un bloque de masa 1 Kg se encuentra sobre un piso horizontal. Entre el bloque y la pared hay
un resorte (k= 10 newton/m). En el instante # = 0 el bloque es desplazado de manera que el
muelle se comprime 20 cm y entonces se suelta el bloque. Suponga que la fuerza resistiva del
medio es proporcional al cuadrado de la velocidad (coeficiente 0,3). Halle cuanto se ha
desplazado el bloque al cabo de un segundo y cual es su velocidad en ese instante. Obtenga su
respuesta con tres cifras decimales exactas.

El algoritmo en seudo codigo que sigue es una variacion al mostrado en esta seccion para el
método RK4 para problemas de Cauchy de orden m. Explique por que este algoritmo no
funciona.

n=0
do while x,, < xp
(X, Unny Uapy -.or Umy) €8 UN punto de la solucion aproximada
fori=1tom
Kli = hﬁ(x,,, Ulns Udpy -.-s umn)
— 1 1 1 1
Ko = hfi(x, +5 houy, +5 Ky up, +5 Kyt + 5 K,)
— 1 1 1
Ky =hfi(x, + 5 huy, +5 Ky uy, +5 Kyt + )
K41' = hf; (xn +h’u1n +K31’u2n +K32 seees Uy +K3m)

Uit = Ui+ + (K + 2K, + 2K, + K,,;)

end
Xpr1 =X, t h
n=n+1
end
Terminar
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7.6 Ecuaciones diferenciales con condiciones de frontera

Cuando las condiciones que determinan la solucion de una ecuacion diferencial de orden mayor que
1, vienen especificadas para valores diferentes de la variable independiente, se dice que se trata de
un problema con condiciones de frontera. Son, por lo general, problemas mas dificiles que los de
condiciones iniciales estudiados en la seccion 7.5 y aqui solo se hara una breve introduccion al
tema, analizando un método de solucion sumamente elemental pero que, en algunos casos, resulta
aplicable. El lector interesado en ampliar acerca del asunto puede consultar la bibliografia que se
recomienda al final de este capitulo.

La primera dificultad surge en cuanto a la existencia y unicidad de la solucion. No todo problema
con condiciones de frontera tiene solucion y, cuando la solucion existe, puede no ser tnica. En lo
que sigue siempre se supondra que los problemas planteados poseen una y solo una solucion que
satisface las condiciones de frontera dadas.

Los ejemplos que siguen son problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones de
frontera, los cuales seran resueltos posteriormente.

Ejemplo 1

Plantee el modelo matematico del siguiente problema. Un péndulo de longitud 0,5 m se encuentra
en la posicion de equilibrio y se le imprime una cierta velocidad angular, de tal modo que en 0,35
segundos alcanza una deflexion de 45°. Se desea conocer la posicion en cada instante en el intervalo
0<¢<0,35y, ademas, cual fue la velocidad angular inicial.

Solucidn:

Como se sabe la ecuacion diferencial que rige el movimiento de un péndulo simple (vea el ejemplo
8 de la seccion 7.5) es:
d’e

[2

—gsenO=1L

Como L =0,5 my tomando g = 9,8 mls*, la ecuacion queda como:

2
d—ze: —19,6sen 6
dt

Las condiciones conocidas del problema son:

0(0)=0
0(0,35)==

Se quiere conocer 0'(0) y 0(¢) para 0 <z <2. Como se ve, se trata de un problema de condiciones
de frontera.

Ejemplo 2

Resuelva la ecuacion diferencial
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d3y dy 2

—+y——y =0
dx’ d dx 7
y(0)=1
con las condiciones: y(2)=17
V'(0)=2

El método de los disparos

Cuando en un problema de orden m con condiciones de frontera, se tienen m — 1 condiciones
conocidas para el mismo valor de la variable independiente y una que corresponde a otro valor, el
problema puede resolverse por un procedimiento de prueba y error. El método debe su nombre al
hecho de que la forma de proceder recuerda la manera en que los artilleros realizan la correccion del
tiro de mortero (figura 1).

R e
SiroRl S el

Figura 1

Considérese la ecuacion de orden m:

dm d d2 dm—l
y:G x;y:_y5_g}5"'ﬂ—_)]}
dx™ dx dx dx™
con m — 1 condiciones conocidas en x

1 condicién conocida en xx
La idea general del método es:

Suponer un valor arbitrario para la condicién que no se conoce en x,

Resolver el problema resultante de condiciones iniciales hasta x

3. Determinar si en xr se satisface la condicion conocida en xz. Si es asi, el problema esta
resuelto.

4. Sila condicidn conocida en xz no se satisface, modificar adecuadamente el valor supuesto y

regresar a 2.

o =

Naturalmente que, cuando se tiene una idea del significado fisico o geométrico de las variables que
intervienen en la ecuacion diferencial, sera mas simple tomar una aproximacion inicial adecuada y
realizar la correccion en cada paso. En cualquier caso, suponiendo que el resultado en xr es una
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funcion continua del valor tomado en x,, puede comenzarse tratando de hallar dos valores de la
condicion supuesta que produzcan errores de diferente signo en la condicion desconocida en xp.

Ejemplo 3

Resuelva, por el método de los disparos, el problema de condiciones de frontera del ejemplo 1.
Utilice el algoritmo RK4 y obtenga las aproximaciones con tres cifras decimales exactas.

Solucidn:

Se trata del problema:

4% 0(0) =0
——=-19.6 0
i osen 0(0.35) ==

El cual puede reformularse del siguiente modo:

2 0(0)=0
ﬁ=—19,6sen9 ,( ) (D)
dr? 0'(0)=0

Hallar ® de manera que 6(0,35) = n/4
El problema (1) se transforma facilmente en un problema de Cauchy de orden dos. Para ello, se
define:

w=0y u==0
y resulta:
du,
?_”2 u,(0)=0
du—2:—19,6senu1 u(0)=o
dt

y se trata de encontrar el valor de o para el cual es ©,(0,35) = /4 = 0,78540
Disparo 1: Sea ® = 2 (radian/s).

Aplicando RK4 con 4 = 0,05 (con este paso la cota del error es suficientemente pequefia), se
obtienen los resultados que muestra la tabla 1.

t uy(2) us(1)
0,00  0,00000 2,00000
0,05 0,09918 1,95124
0,10 0,19354 1,80779
0,15 0,27851 1,57778
0,20  0,35008 1,27371
0,25 0,40491 0,91116
0,30  0,44051 0,50776
0,35 0,45530 0,08169

Tabla 1
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Como se aprecia, con esta velocidad angular, al cabo de los 0,35 segundos el péndulo esta a punto
de detenerse (u, esta aproximandose a cero) y el angulo de deflexion es de solo 0,45530 radianes en
lugar de los 0,7854 que se desea. Estas circunstancias aconsejan aumentar la velocidad angular
inicial.

Disparo 2: Sea ® = 3 (radian/s).

La tabla 2 muestra los resultados obtenidos. Notese que ahora el péndulo avanza con més rapidez,
pero para t = 0,35 el angulo de deflexion 0 solo es de 0,68977 radianes en lugar de 0,7854 que se
precisan. Es aconsejable aumentar aun mas la velocidad angular inicial.

t (1) uy(1)
0,00  0,00000 3,00000
0,05 0,14878 2,92693
0,10 0,29033 2,71282
0,15 0,41794 2,37190
0,20 0,52575 1,92506
0,25  0,60908 1,39670
0,30 0,66448 0,81214
0,35 0,68997 0,19619

Tabla 2

Disparo 3: Sea ® = 4 (radian/s).

En la tabla 3 se encuentran los resultados en este caso. Ahora la velocidad inicial es mas alta de lo
requerido pues, como se aprecia, para ¢ = 0,35 el péndulo ha alcanzado un angulo de 0,93238,
mayor que lo que se necesita. Es evidente que el verdadero valor de se halla entre 3 y 4 radianes
por segundo.

t o) uy(1)
0,00  0,00000 4,00000
0,05 0,19837 3,90272
0,10 0,38715 3,61920
0,15 0,55755 3,17223
0,20 0,70217 2,59358
0,25 0,81529 1,91770
0,30 0,89286 1,17702
0,35 0,93238 0,39986

Tabla 3

A partir de aqui, podria utilizarse el sencillo algoritmo de biseccion, haciendo el préximo disparo
con o = 3,5. Sin embargo, si se tiene en cuenta lo ineficiente de dicho algoritmo, es preferible
seguir otra estrategia. Llamando H(m) a la discrepancia entre la deflexioén obtenida al cabo de 0,35
segundos para la velocidad angular o y el valor deseado, 7/4, esto es:

H(o) = u1(0,35) — 0,78540
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los resultados obtenidos en los tres primeros disparos permiten escribir:

H(2)=0,45530 - 0,78540 =—-0,33010
H(3)=0,68997 —0,78540 = — 0,09543
H(4)=0,93238 - 0,78540 = 0,14698

Como lo que se requiere es hallar una solucion de la ecuacion
H(w)=0

puede emplearse algun método mas eficiente que biseccion, por ejemplo el de las secantes. La
ecuacion del proceso iterativo del método de las secantes (Seccion 2.6, formula (2)) es:

_ KXn1 " Xn2

n Xn-1—
SO = f(x,2)

f(xn—l)

La cual, adaptada a la notacion de este problema, se transforma en:

o = ®, 1~ 0,

n (Dn—l - H((anl) _ H((anz) H((Dn—l) (2)

Segun la ecuacidn (2) se tomara:

0; —0,

0,=0,———=——H(»
R TN T R
= 4—LH(4) =4- ! (0,14698)
H(4)-H(3) 0,14698 — (=0,09543)
w4 = 3,39367

Disparo 4: Sea ® = 3,39367 (radian/s).

Se obtiene, para ¢ = 0,35, los valores u,(0,35) = 0,78416 y u»(0,35) = 0,26403. Con ello se tiene:
H(3,39367) =0,78416 — 0,78540 = — 0,00124

Aplicando de nuevo la formula (2) de las secantes se calcula la nueva velocidad angular inicial:

W, — 0,
MW: =0 ——H Q)
T H(oy)- H(o,) (©0)
3,39367 -4

= 3,39367 -
—-0,00124-0,14698

(~0,00124)

=3,39874

Disparo 5: Sea © = 3,39874 (radian/s).
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Se obtiene, para ¢ = 0,35, los valores u,(0,35) = 0,78539 y u»(0,35) = 0,26501. Con ello se tiene:
H(3,39874) =0,78539 — 0,78540 = — 0,00001

Aproximacion suficiente, ya que solamente se necesitan 3 cifras decimales exactas en los
resultados. Se concluye entonces que:

La velocidad angular inicial fue 3,39874 radian/s. La tabla 4 muestra los resultados finales en el
intervalo pedido.

t o) uy(1)
0,00  0,00000 3,39847
0,05 0,16855 3,31601
0,10 0,32893 3,07404
0,15 0,47358 2,69017
0,20  0,59599 2,18926
0,25 0,69102 1,59956
0,30 0,75494 0,94930
0,35 0,78539 0,26501

Tabla 4

Ejemplo 4

Resuelva la ecuacion diferencial del ejemplo 2 mediante el método de los disparos utilizando el
algoritmo RK4 en el intervalo 0 < x <2 con tres cifras decimales exactas.

d3y dy >
—_ + _ =
ax’ 4 dx 7
y(0)=
con las condiciones: y(2)=17
Y'(0)=2

Solucion:
El problema puede plantearse del siguiente modo:

Dada la ecuacion diferencial:

con las condiciones iniciales:
»(0)=1
V'(0)=2
V') =k
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Halle £ de manera que y(2) = 7.

La ecuacion se puede transformar en un problema de Cauchy de orden 3, haciendo:

=y

u,=y'

uy ="

du,

—_— = uz

dx u (0)=1
y resulta: duy =1 u,(0)=2

dx

duy u;(0)=k

dx

2
=(u;)” —uu,

La funcion H(k) se define como la discrepancia entre el valor #;(2) obtenido tomando u3(0) = £y el
valor requerido, u(2) =7, esto es:
Hk)y=u,(2)-7
y el proposito que se persigue es determinar el valor de & tal que H(k) = 0.
Disparo 1: k=2
Tomando paso # = 0,1 se obtiene: u;(2) = 8,50538; uy(2) = 7,20606; us3(2)=38,16104
Tomando paso /& = 0,05 se: u1(2) = 8,50537; uy(2) =7,20610; u3(2)=38,16111

De donde queda claro que puede utilizarse como paso /2 = 0,05 con entera confianza en todo lo que
sigue. En cuanto a la funcion H:

H(2) =8,50537 —7=1,50537
Disparo 2: k =3
Se obtienen como resultados en ¢ = 2:

u1(2) =9,76862
de modo que: H(3)=9,76862 — 7= 2,76862

En lugar se continuar el proceso de tanteo, el proximo valor de k se buscard mediante la férmula de
las secantes (2):

_ _ k2 _kl
b=k H(ky)— H (k) Hiks)
= 3_LH(3)
HQB)-H(2)
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=3- 3=2 (2,76862)
2,76862 —1,50537

ks =0,80834
Disparo 3: k= 0,80834
Se obtiene: u1(2) = 6,89796
de modo que: H(0,80834) = 6,89796 — 7=-0,10204

Aplicando de nuevo la formula de las secantes para determinar el préximo valor de k:

ky—k
ky = ks _#H(ka)
H (k;) - H (k,)
= 0,80834 — 080834 -3 H(0,80834)
H(0,80834) — H(3)
= 0,80834— 0,80834 — 3 (—0,10204)
—-0,10204 -2,76862
ks = 0,88624
Disparo 4: k= 0,88624
Resulta: ui(2) = 7,00684
De donde: H(0,88624) =7,00684 — 7 = 0,00684

Como el valor de H(k4) es todavia mayor de lo permisible, se aplica la féormula (2) de las secantes
para determinar el préximo valor de £:

ky ks

ks =k, —ml‘[(kﬂ

0,88624 —0,80834

= 0,88624 — H(0,88624)
H(0,88624) — H(0,80834)
— 088624 — 0,88624 - 0,80834 (0.00684)
0,00684 — (—0,10204)
ks =0,88135
Disparo 4: k= 0,88135
Se obtuvo: u1(2) =7,00002
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De donde: H(0,88135) =7,00002 — 7 = 0,00002
Como la discrepancia es menor que 0,0005 (tres cifras decimales exactas), se toma como resultado
final. De manera que:

1"(0) = k =0,88135

En la tabla 5 se muestran los resultados obtenidos para valores de x = 0; 0,4; 0,8; 1,2; 1,6; 2,0.

X u(x) u(x) uz(x)

0,0 1,00000 2,0000 0,88135
0,4 1,85945 2,27023 0,48087
0,8 2,80160 2,43956 0,48087
1,2 3,83411 2,78820 1,46372
1,6 5,11757 3,77662 3,67029
2,0 7,00002 5,84088 6,73486

Tabla 5

Ejercicios

1. Dada la ecuacion diferencial
2 1)=0
d—f +ysenx=1 J:( )
dx V'(2)=2

halle la solucidn en el intervalo [0, 2] con tres cifras decimales exactas.

2.  Resuelva la ecuacion diferencial

2 0)=1
Ly B YO
dx dx y(2)=2

en el intervalo [1, 2] con tres cifras decimales exactas.

3. Dada la ecuacion diferencial

»(2)=1
dy  dy :
—=+x—=ycosx y'(0)=3
dx dx y

y'(0)=1

halle y'(2) con tres cifras decimales exactas.

4. Mediante un instrumento de precision se determiné que un péndulo de dos metros de longitud
demoro exactamente medio segundo en pasar desde la posicion vertical hasta un angulo de
deflexion de 30°. Determine, con tres cifras decimales exactas, la posicion del péndulo en cada
décima de segundo en ese intervalo de tiempo. La ecuacion diferencial correspondiente
aparece en el ejemplo 1 de esta seccion.
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5.  Encel ejemplo 4 de la seccion 7.1, se mostro el modelo de Lotka — Volterra para dos
poblaciones x(¢) de presas y y(¢) de depredadores:

dx
—=ax—bx
di 4
dy
—=—cy+dx
r y Y

Suponga que en una isla hay un area protegida donde habitan lobos y alces. Los alces se
alimentan del bosque y los lobos se alimentan de los alces. A partir de datos historicos se han
determinado las constantes del modelo para esta situacion especifica: a =0,3; b=0,01111;
¢=0,2106; d=10,00002632. Se sabe, por un censo realizado hace 15 afos, que en aquella
época habia en la isla 500 alces y una cantidad indeterminada de lobos. Después de disminuir
drasticamente, la poblacion de alces comenzd a crecer y hoy ya hay 600 de ellos. Determine, a
partir de esta informacion, cuantos lobos habia hace 15 afios y cuantos debe haber ahora.

Otras lecturas recomendadas

El tema de ecuaciones diferenciales es uno de los mas amplios dentro de la Matematica Numérica y
por ello, existen obras completas dedicadas solamente al mismo. En este libro, el analisis se ha
limitado a las ecuaciones diferenciales ordinarias. El tema de las ecuaciones diferenciales parciales
resulta tan abundante en métodos y resultados que se ha preferido no tratarlo ni siquiera en forma
elemental. El lector interesado en este importante asunto, puede consultar las obras cléasicas: “Finite
Difference methods for partial differential equations” de Forsythe y Wasow y o “M¢étodos en
diferencias para las ecuaciones elipticas” de Samarski y Andréiev. En la extensa obra “Computing
Methods” de Berezin y Zhidkov se dedican unas 400 paginas al tratamiento del tema de las
ecuaciones diferenciales (ordinarias y parciales) y el lector puede alli encontrar algunas
demostraciones y muchos métodos que en este texto no ha sido posible contemplar.

Principales ideas del capitulo

=  Una ecuacion diferencial es aquella en la que aparecen derivadas. Cuando hay una sola
variable independiente respecto a la cual se plantean todas las derivadas, entonces las
derivadas se llaman ordinarias y también la ecuacion diferencial.

= Cuando se requiere mas de una condicion particular para determinar la solucion que se desea,
pueden darse dos situaciones muy diferentes: Que se especifiquen todas las condiciones
particulares para un mismo valor de la variable independiente (condiciones iniciales) o que se
incluyan condiciones particulares que debera satisfacer la solucion para dos o mas valores de la
variable independiente (condiciones de frontera).

=  Las principales limitaciones de los métodos analiticos para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias son que cada método analitico se ocupa de un tipo especial de ecuacion diferencial
ordinaria y es inaplicable en otros casos y que, a pesar de la diversidad de métodos analiticos,
la mayoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias no puede resolverse por esta via.

=  El campo de direcciones brinda una idea cualitativa muy abarcadora acerca de como se
comportaran las soluciones de una ecuacion diferencial de primer orden. Si y = y(x) es una
solucioén particular de la ecuacion diferencial, entonces cuando su grafica pase por un punto del
campo de direcciones, lo hara en la direccion del segmento que corresponde a ese punto.

=  En el campo de las ecuaciones diferenciales, se considerara que el problema de Cauchy:
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% —fny) YE) =,
X

es inestable si pequefios cambios en y, producen grandes cambios en la solucién de la ecuacion
para valores de x alejados de xo.
La estabilidad de la ecuacion diferencial

% = f(xy)

dependen del signo de f,(x, y) en la region considerada del plano xy. El problema es estable
cuando esta derivada es negativa en toda la region considerada.

La ecuacion diferencial % =—Ay con A4 > 0 se llama ecuacion estable modelo.
X

El método de Euler para resolver una ecuacion diferencial de primer orden consiste en las
ecuaciones: x,,, =x,+h; y,., =y, +hf(x,,y,) paran=0,1,2, ...

El método de Euler posee un error local de orden 4” y un error total de orden A, por lo cual se
dice que es de primer orden.

El error total de un algoritmo de orden p puede estimarse mediante la formula e, = %.
El método de Euler es estable con la ecuacion modelo, si se toma un paso /4 tal que 24 < 2.
Las formulas de Runge - Kutta de orden dos (RK2) son:

Ky =hf(x,,y,)
RK2: K, =hf(x,+h,y,+K)) n=0,1,2,3,..
Vo1 = Vn +%(K1 +K,)
El método RK2 es estable con la ecuacion modelo, si se toma un paso 4 tal que 24 <2
Las formulas de Runge - Kutta de orden cuatro (RK4) son:

Ky =hf (x,,»,)
KZ :hf(xn +%h5yn +%K1)
RK4: Ky =hf(x,+%h,y, +1K,) n=0,1,2,3,..

K4 :hf(xn +h7yn +K3)
Vet =V (K +2K, +2K;5 + K )

Si se usa los ultimos p + 1 valores de la solucion: y,, ¥, 1s..., Vup, para hallar y,.;. se dice que se
trata de un método de paso p + 1, que se simboliza: y,.1 = G(Vny Yi-15eer Vip)

Como en los métodos de paso multiple se utiliza una mayor cantidad de informacién acerca de
la solucién ya calculada, se logra una mayor eficiencia computacional, en el sentido de una
menor cantidad de operaciones para obtener una exactitud similar.

Un método de paso p +1 no puede funcionar mientras no se conozcan p +1 valores de la
solucion: yo, y1, ¥2,..., V. Por esto se dice que los métodos de paso multiple no son capaces de
“arrancar”.

El método de Adams — Bashforth de orden 4 consiste en la formula

h
yVH-l = yn +ﬁ(55fn _59fn—1 +37f;1—2 _9fn—3)

y es un método de paso cuadruple.
El método de Adams — Moulton de orden 4 consiste en la formula
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h
yn+l = yn +ﬁ(9ﬂ1+1 +19J(n _Sf;z—l + n—2)

y es un método de paso triple e implicito.

Los métodos de Adams — Bashforth y de Adams — Moulton se usan frecuentemente como una
pareja predictor — corrector donde

Ecuacién predictora: AB4 % =y, +%(55fn =59f,,+371,,-91.,_3)

n+l

+1

Ecuacién correctora: AM4  y*h =y +%[9f(xn+l,y,(qﬁ)l) +19f, =51, + fnfz]

El método de Adams — Bashforth de orden cuatro es inestable para la ecuacion estable modelo,
para valores de 44 por encima de 0,3 mientras que, a partir de 24 = 3 comienza la zona de
inestabilidad del método de AM4.
A un sistema de ecuaciones diferenciales se llama un problema de Cauchy de orden m cuando
presenta las siguientes caracteristicas: El sistema contiene tantas ecuaciones diferenciales
como variables dependientes; existe solamente una variable independiente; todas las
ecuaciones son de primer orden; en la ecuacidon nimero i existe una sola derivada que
corresponde a la variable u; la derivada que contiene cada ecuacion aparece despejada en uno
de los miembros de la ecuacion; para un valor x, de la variable independiente se conoce el
valor que toman todas las variables dependientes.
Para transformar una ecuacion de orden m con condiciones iniciales, en un problema de
Cauchy de orden m se introducen m nuevas variables u,, u,..., u,, definidas como sigue:

e @Ay _d"y

1= Y5 2= > 3_dx2 LA m_dxm_l

dx

Cualquiera de los métodos estudiados para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden
puede ser adaptado para resolver problemas de Cauchy de orden m, solamente hay que realizar
el siguiente cambio. Si el método que se va a emplear consta de varias etapas en cada paso,
entonces en cada paso de la solucion del problema de Cauchy, se aplica la etapa 1 a las m
ecuaciones, después, la etapa 2 a todas las ecuaciones, etc. hasta aplicar la ultima etapa a todas
las ecuaciones y con esto queda terminado un paso.

Si uy, es el vector de soluciones de un problema de Cauchy obtenido para un cierto valor x
utilizando paso /4 con un método de orden p y uy; el vector de soluciones correspondiente al
mismo valor x pero calculado con paso 24, entonces, si e, representa al vector de errores
correspondiente a u,, se cumple que

e -2l

27 -1
La idea general del método de los disparos para resolver una ecuacion diferencial con
condiciones de frontera consiste en: 1) Suponer un valor arbitrario para la condicion que no se
conoce en xp; 2) Resolver el problema resultante de condiciones iniciales hasta xz; 3)
Determinar si en xx se satisface la condicion conocida en xx. Si es asi, el problema esta
resuelto; 4) Si la condicion conocida en xx no se satisface, modificar adecuadamente el valor
supuesto y regresar a 2).
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Auto examen

10.

11.

Muestre dos ejemplos de ecuaciones diferenciales: uno de condiciones iniciales y el otro con
condiciones de frontera.

Cite tres diferencias importantes entre los métodos analiticos y los numéricos que se utilizan
para resolver ecuaciones diferenciales.

(A qué se llama campo de direcciones de una ecuacion diferencial de primero orden y para qué
sirve?

Analice el campo de direcciones de la ecuacion diferencial % =x*—y? y diga algunas de las
X

propiedades que poseen sus soluciones.
(Cuando se dice que una ecuacion diferencial es estable?
(Cudl es la interpretacion geométrica de los métodos de Euler y de Runge — Kutta orden 2?

Dada la ecuacion diferencial % =X +)1/ ; ¥(1) =2,5; obtenga su solucién en el intervalo [1, 3]
+

mediante los métodos RK2 y RK4 con 3 cifras decimales exactas y compare la cantidad de
evaluaciones de la funcion que fueron necesarias en cada caso.

Resuelva mediante el método predictor — corrector de Adams de orden 4 el ejercicio anterior.

(Por qué se dice que los métodos de Adams — Bashforth son poco estables? ;A qué se debe
esta poca estabilidad?

Un bloque de hielo con una masa de 10 Kg, se deja caer desde una gran altura. Desprecie la
resistencia del aire y determine su posicion durante los primeros cinco segundos de la caida si,
debido a la temperatura, el bloque va perdiendo masa a razén de 5 g/s. Obtenga la soluciéon con
error menor que un milimetro.

Resuelva la ecuacion diferencial:
2 ! =2
d { fay=e' y(1)
dx y(2)=4,5

en el intervalo [1, 2] con tres cifras decimales exactas.
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