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Objetivos: Que el alumno sea capaz de:

Construir y resolver problemas de programacion
lineal entera apoyado en el método de ramificacion
y acotamiento y con aplicaciones informaticas.
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Método: Elaboracion conjunta /

Medios: Tizay pizarra, Libro de texto, MDD, alicaciones\
informaticas teléfonos moviles.

Forma de ensenanza: Clase Encuentro

Bibliografia:
Meéetodos cuantitativos paralatoma de decisiones en
Administracion. Editirial Felix Varela 2005.

Materiaes Didnactics Digitales entregados por el
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‘ 3.1. Introdu-
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PROGRAMACION ENTERA

_a Programacion Entera es un conjunto de técnicas de la
nvestigacion Operativa que permiten solucion cuando todas o
algunas de las variables de decision no pueden tomar valores
fraccionarios.

Para el modelo de Programacion Lineal se
optimiza una funcidn sobre una region
convexa, mientras que en la Programacion
Entera se optimiza sobre una region de
factibiidad que generalmente no es

convexa. Por lo tanto, la solucion de

. oblemas enteros,; resulta mas complicada
PTeeiay acion Lineal




Surge en la década de los 50 del siglo pasado con los trabajos de:

Harvey Wagner Alan Manne Ralph Gomory
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TIPOS DE VARIABLES

» Reales: cantidades divisibles (pesos, voliimenes, tiempo, etc.)

» Enteras: cantidades no divisibles (personal, vehiculos, objetos, etc.)

» Binarias: dos estados posibles. Toman valor 0 o 1.

Si se requiere que todas las variables sean enteras se habla de programacion lineal
entera pura; si se necesita que algunas de las variables de decision sean numeros
enteros, se tiene un problema de programacion lineal entera mixta.
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‘ 3.2. Tipos de model-



MODELOS ENTERO PUROQOS (PE)

Es una variante del Programa Lineal, para el cual todas las
variables de decision ademas de cumplir la condicidn de no
negatividad deben ser todas enteras

Max Z = 3x1 + 2X>
Sujetoa: X1 +xX2 <6

X1,X2 > 0 Enteras




MODELOS ENTEROS MIXTOS (PEM)

En esta variante de Programa Lineal, todas las variables de
decision son positivas y solamente algunas de ellas deben
ser enteras

Max Z = 3X1 + 2X2
Sujetoa: x1+x2<6

X,X2=>2 0
X1 Enteras




MODELQOS BINARIOS

Esta variante del Programa Lineal, suele utilizarse para
modelar problemas con actividades que deben o no ejecutarse.
Por analogia con el sistema de los numeros binarios, las
variables de decisidon toman un unico valor entero entre 0 y 1.
Esto es, si la actividad no se ejecuta la variable
correspondiente toma el valor O, de lo contrario el valor 1

Max Z = 3x1 + 2X2
Sujetoa: X1 +X2 <6
X,X2=20
x. €101}




Algunas aplicaciones de la PE

{ Ubicacion de instalaciones L,

| Secuenciacién de magquinas
I

I
: Seleccion / Asignacion

l
Enrutamiento de vehic%los ]
-

I Costo fijo
T



 Sibien la restrccion de integralidad puede parecer inofensiva, en realidad tiene efectos de gran alcance

7 Por un lado permite modelar restricciones de productos que deben ser fabricados en cantidades enteras.

7 Por otro ado, con las variables enteras podemos modelar requerimientos logicos, problemas de costos
fijos, planificacion de actividades y muchos otros tipos de problemas.
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» La otra cara de la gran potencialidad del modelado con variables enteras es la dificultad de los
problemas resultantes,

» Problemas con apenas 80 variables pueden superar la capacidad de calculo de las mas sofisticadas
computadoras.

» Por tal razon, el estudio de los métodos de solucion en problemas de programacion entera es un
area de fundamental importancia .
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‘ 3.3. Solucidon de probl-
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Una solucidén
optima
SOLUCIONES DEL PROBLEMA DE PE

Numero finito de
soluciones optimas

Infinitas soluciones
optimas
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SOLUCIONES DEL PROBLEMA DE PE

- Con una solucidon optima

Maximizar z = 2x, + 6x,
4x, — 2x, = 3
Sujeto a dx, + 2x, < 17
X1,X, = 0 yenteras

w




SOLUCIONES DEL PROBLEMA DE PE

- Con un numero finito de soluciones Optima

Maximizar z=x+Yy

Sujeto a

X,y ENTERO




SOLUCIONES DEL PROBLEMA DE PE
- Con un numero infinito de soluciones optima

Minimizar z =x —y
x—=y=20

Sujetoad x,y 20
x,y enteras

.

umero infinito
de soluciones




v'Redondeo de la solucidn de programacion lineal
(Relajacion)

v'Enumeracidn explicita o completa.

v'Ramificacién y acotamiento.

v'Planos cortantes.
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Seguramente una empresa que fabrica camas sujetos a
ciertas restricciones obtiene como solucion para Maximizar
las ganancias que se produzcan 325,47 camas. En tales
situaciones, a menudo se adopta la solucion no entera al
requerimiento de enteros simplemente redondeando los
resultados al entero mas proximo 325 6 326 camas. Esto

produce lo que se llama la “solucion redondeada’.




Mediante
del PL al

ese recurso de redondear la solucidon obtenida

PE se obtienen soluciones aceptables para el

administrador, porque no hay diferencia significativa, entre

producir 325.47 camas Yy producir 325 0 326 camas. En

realidad,

del mode

orobablemente baste para el ajuste de los datos

0 que satisfaga al administrador una produccion

cercana a los 325 camas




Existen problemas importantes en los que la “solucion redondeada”
simplemente no funciona. Esta complicacion puede deberse a la escala
de las variables por considerar. Por ejemplo, si la solucion de un
modelo de programacion lineal recomienda que la Boeing construya
11,6 aparatos 747 y 6,8 aparatos 727, el administrador probablemente
no quedara contento con la simple medida de tomar la decision de
construir 11 de los primeros y 6 de los segundos, o cualquier otra

solucion redondeada, porque la magnitud del rendimiento y la

asignacion de recursos asociados con cada unidad del problema

BeaInar la mejor solucion entera posible.



Otro ejemplo, veremos que problemas en los gue queramos que una
variable “x” sea igual a 1 si vamos a construir una inversion o “x” sea
igual a cero (si-no). Supongase que la solucion de una version de
programacion lineal de este problema produce un valor no entero, por
ejemplo, x = 0,38. Vemos que este valor no contiene informacion
aprovechable como solucion al problema real.

En ambos casos el redondeo del resultado de PL a PE no es
apropiado.

Veamos esto desde el método grafico.




PROBLEMA DE PROBLEMA

PROGRAMACION ENTERA RELAJADO ASOCIADO

Maximizar z = cx ..
Maximizar z = cx

Ax =Db
Sujetoad . x=20_ __ . Ax = b
Alginx; €2 Sujeto a % B

Soluciones factibles PR

Soluciones
factibles PE
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Maximizar z = 2xq + 6x,

Sujeto a A

— (2.5, 3.5) = 26

([ 4x;—2x, >3
4x1 +2x2 < i 7

solucion (2.5, 3.5)

(X1, X2 > 0 yentexras

0 753
En este ejemplo el redondeo a los valores mas cercanos
a la solucidon del problema relajado no es apropiado

—___porgue esos valores no son solucion del problema PE



Maximizar z = xy + 15x,

-

EVIPLO 2 xy + 20x, < 50

Sujeto a Xy +x, = 20 (18.42,1.58),z ~ 42.11
Xy, X2 2 0 yenteras

En este ejemplo el redondeo a los valores enteros mas cercanos a la




EIEMPLO 2 Maximizar z = x; + 15x,
x, + 20x; < 50

Sujeto a X +x 520
Xy, X2 2 0 Y enleras

(10, 2)'Zt= 40

(18.42,1.58),z = 42. 11

\ 2020y = 200
12"19) " " 19

_‘i_ iy -|
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Vemos que la solucidon al PE esta lejos del

problema a la solucion del modelo relajado  z=33 z=34




De todo lo anterior se puede concluir gue el método de
redondeo de la solucidn del problema lineal relajado al
problema de programacion entera no siempre es

acertado.
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El método de Relajacion y Acotamiento como el método de Planos de
Corte eliminan partes del espacio de soluciones, pero nunca alguno de
los puntos enteros factibles.

Desafortunadamente, ninguno de los dos métodos es totalmente
efectivo en la solucidon de problemas de programacion lineal entera. No
obstante los métodos de ramificar y acotar ofrece resultados superiores
a otros. Aunque ya existen aplicaciones informaticas capaz de resolver
estos problemas, resulta importante para los profesionales conocer el

orocedimiento que ellas emplean en la solucion que nos ofrecen




Ramificacion y acotacion

Meétodo de resolucion de problemas de programacion entera. Puede aplicarse
a cualquier problema.

El método consiste en resolver una serie de problemas de programacion
lineal, empezando por el problema relajado, y aplicar las siguientes técnicas:

» Ramificacion: si la solucion no es entera, se definen dos nuevos problemas
que deben resolverse.

» Acotacion: si el valor optimo de la funcion objetivo no
mejora los obtenidos anteriormente, se descarta el
problema.




ALGORITMO DEL METODO DE RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO

En este momento sera mas conveniente explicar los
fundamentos del algoritmo de ramificar y acotar (Ry A),
por medio de un ejemplo numerico:

Consideremos el siguiente problema de Programacion
Lineal Entera:




Ramificacion y acotacion

Ejemplo: Problema relajado: (PLO)
max2x + y max2x + y
5x + 8y < 68 5x + 8y < 68
X—=Y<s 2 ‘ =3y <2
S.a.{y <6 e y<6
x,y =0 x,y =0
Xy €l

&



Resolucion del problema relajado

Puede aplicarse cualquier método de resolucion de programacion lineal.

A 6 N
Solucion optima: Region factible del
=6. = 4. 9 bl lajad
VT d6 l4f, y - 4 ;17638 4 e problema relajado
alor gde la funcion: 17.
PLO
3
X,y &1L !

No es solucion

del problema de

¥ U """ . P
YOramacion entera 0l




Ramificacion
Si la soluciéon 6ptima no cumple la condicidon de numeros enteros:
* Se elige una variable que no cumpla esta condicion: x; = a

* Se definen dos nuevos problemas con una nueva restriccion cada uno,
segun la variable elegida y suvalor: x; < [a], x; = [a] + 1

PLO . PLO: Problema relajado
X = 6.46y = 4.46)
Valor de la funcion: 17.38

PL1 PL2




» Ramificacion: si la solucion no es entera, se definen dos nuevos problemas
que deben resolverse.

elY

PL2

[~
9




Problema PL1: resolucion

Problema PL1: Problema PLO + restricciony < 4

max2x + y

S.a. <

(5x + 8y < 68
X —arE 2

y<6
y <4

X,y =0

Resolucion

- Solucién dptima: x = 6,y = 4
Valor de la funcion objetivo:@f‘

El valor de |a
funcion objetivo
siempre empeora

Cumple las condiciones
de valores enteros




Esquema
PLO

X =646,y = 4.46
Valor de la funcion: 17.38

X=6y=4
Valor de la funcion: 16

Candidato a solucion optima:
x=6y=4
Valor de la funcion: 16




Problema PL2: resolucion

Problema PL2: Problema PLO + restricciony = 5

max 2x + y Resolucion
5x + 8y < 68 Solucion éptima: x = 5.6,y = 5
X—y=2 Valor de la funcion objetivo: 16.2
<6
i 4 ST No cumple las condiciones
b’ — de valores enteros
%,y =20

el

3 A
~

/ ety - 2
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Acotacion

X =6.46,y = 4.46
Valor de la funcion: 17.38

PLO

PL1
xX=6y=4
Valor de la funcion: 16

FIN

Candidato a solucion éptima:
x=6y=4

/> Problema de maximizacion
» PL2 mejora el valor.
» Se sigue ramificando.

-

ACOTACION:

¢.-‘\
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Esquema

PLO | Candidato a solucion optima: |
xr =646,y = 4.46 x=6y=4

Valor de la funcion: 17.38 Valor de la funcién: 16

x=6yv=4
Valor de |la funcion: 16




—x =6

| =
—=1(5.6,5

6.,4)

A
) |




Esquema

PLO
X =646,y =4.46
Valor de la funcion: 17.38

Candidato a solucion optima:
x=6y=4
Valor de la funcion: 16

xX=6y=4 x =5.6,y=5
Valor de la funcion: 16 Valor de la funcion: 16.2

FIN x <5 x =06

PL3 PL4

x =5,y =5.375

Valor de la funcion: 15.32
Lllll@NW.llliﬂas-__‘




x=67y=4
Valor de la funcion; 16

FIN

Valor de la funcion: 17.38

Esquema

PLO
X = 6.46,y = 4.46

Candidato a solucion optima:
X=6y=4
Valor dela-funeié

» Problema de maximizacion
» PL3 no mejora el valor.
» Se descarta PL3




Esquema

PLO Candidato a solucion optima:
X =6.46,y = 4.46 —~— x=6y=14 _
Valor de la funcion: 17.38 ' (Valor de la funcién: 16_/

No quedan mas problemas:

PL]
x = 6,y Solucion optima del problema =5

Valordelafu  de programacion entera:  ©on:16.2

FIN x=6y=4 T~—x26

Valor de la funcion: 16 PLA \\.\
\ x =25,y =5.375 I No factible | *=3—©°°
Valor de la funcion: 15.32 A 41
FIN

FIN




Resumen

Se resuelven uno a uno los problemas:

» Si la solucion encontrada no mejora el candidato a solucion optima (si lo
hay), el problema se descarta por acotacion.

» Si la soluciéon mejora el candidato (o no hay candidato) y cumple la
restriccion de valores enteros, se toma como nuevo candidato.

» Si el problema no se descarta y la solucion no cumple la restriccion de
valores enteros, se ramifica en dos nuevos problemas.




CONCLUSI

;;



» Se puede concluir gue el método de redondeo de
la solucion del problema lineal relajado al
problema de programacion entera no siempre es
acertado.

» El método de Ramificacion y Acotamiento ofrece
soluciones mas aceptables que el método de

plano de corte y es aplicable a los diferentes tipos
de problemas de PE




Ramificacion y acotacion

Meétodo de resolucion de problemas de programacion entera. Puede aplicarse
a cualquier problema.

El método consiste en resolver una serie de problemas de programacion
lineal, empezando por el problema relajado, y aplicar las siguientes técnicas:

» Ramificacion: si la solucion no es entera, se definen dos nuevos problemas
que deben resolverse.

» Acotacion: si el valor optimo de la funcion objetivo no
mejora los obtenidos anteriormente, se descarta el
problema.




‘ Estudio indivi-

Una panaderi’a dispone de cuatro hornos para producir barras de pan.

Cada horno es capaz de hornear un maximo de 1500, 2000, 1800 y 1700 barras de pan al dia.

El costo diario por el funcionamiento de cada uno de los hornos es de $80, $100, $85 y $90,
respectivamente.

Para cada horno el costo de hornear una barra de pan es de 30, 25, 28 y 32 centavos de dolar.

La demanda diaria es de 3000 barras de pan.

Plantee un modelo que permita determinar cuales hornos deben encenderse y cuantas

barras de pan tienen que hacerse en cada uno de ellos para minimizat)r el costo total.
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