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CARRERA INGENIERIA INDUSTRIAL
ASIGNATURA: INVESTIGACION DE OPERACIONES | Ano: 3er.

Tema 1: El papel de lainvestigacion de operaciones en la ingenieria industrial

1.1. Introduccion

1.2. Lainvestigacion de operaciones y el método cientifico
1.3. Definicién y tipos de modelos

1.4. Importancia de la IO. para el ingeniero industrial
Objetivos: Que el alumno se capaz de:

e Desarrollar el pensamiento cientifico y la actuacion profesional, haciendo hincapié en aspectos tales
como eficiencia econdmica, ahorro, uso racional de la energia y de los recursos materiales y
laborales, aumento de la productividad.

Método: Expositivo.

Medios: Tizay pizarra, Libro de texto, MDD.

Tipo de clase: Conferencia

Bibliografia: Métodos cuantitativos para latoma de decisiones en Administracion.
Autores: Charles A. Gallagher y Hugh J. Watson. Parte 1ra.
¢, Qué es la Investigacion de operaciones? Autor Bryan Salazar Lépez.
Materiales Didacticos Digitales entregados por el profesor.
DESARROLLO

1. Introduccidn

La Investigacién Operativa (I0) es una ciencia aplicada, se basa en el uso del método cientifico, que
utiliza analisis cuantitativo, modelos y métodos matematicos destinados a determinar las mejores
condiciones para el empleo de los recursos, financieros, materiales, o humanos.

La 10, surge en Gran Bretafia, durante la Segunda Guerra Mundial, cuando el Ministerio de Defensa del
pais organiza grupos con fisicos, matematicos y otros especialistas para asesorar y contribuir al mejor
desarrollo de las operaciones militares. Sin embargo podria verse que uno de los primeros ejemplos
histéricos del uso de la investigacion operacional es la mision confiada a Arquimedes por Hierdn, tirano
de Siracusa, de aplicar los mejores medios y métodos para defender a la ciudad contra los ataques y el
sitio de los romanos.

Una vez finalizada la guerra muchos de los miembros de estos equipos pasaron a la actividad empresarial
e industrial y continuaron sus estudios sobre los métodos matematicos que habian desarrollado,
apoyados ahora con el surgimiento y expansion de las computadoras.

En cambio, en el sector empresarial, la toma de decisién reviste una gran importancia porque de ella
depende el desarrollo de la organizacion y de sus miembros y por ello resulta la funcion administrativa
mas importante de todo directivo, el que debe tomar decisiones antes problemas tales como:

¢ Sera necesario emprender una inversion o una reparacion en la empresa?

¢, Qué producto comprar?
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¢,Que estrategia de marketing se debe aprobar de varias propuestas?
¢, Qué cantidad de productos elaborar segun la posible demanda?

2. Lainvestigacion de operaciones y el método cientifico

El Método Cientifico sigue un grupo de pasos:

Paso 1. Definir el problema.

Paso 2. Recolectar datos.

Paso 3. Formular un modelo que puede ser matematico, (Formular una hipotesis).

Paso 4. Resolucion del modelo (Verificacion de la hipotesis).

Paso 5. Evaluar los resultados con la realidad (probar el modelo y refinar segin se necesite; debe
asegurarse que el modelo ofrece una representacion suficientemente precisa del modelo real).
Paso 6. Sacar conclusiones, hacer recomendaciones y evaluar el impacto:

3. Definicion y tipos de modelos.

Un Modelos es un intento de representar o explicar algun aspecto de la realidad, usando menos que
esta, ej: una fotografia, un plano de una casa, una ecuacion matematica una teoria, un concepto, una
magqueta.
Los modelos se pueden clasificar segun su grado de abstraccion en:

e Modelos Abstractos (no fisicos)

e Modelos Concretos (fisicos)

Y se pueden clasificar igualmente si son matematicos en:
« Estéticos
e Dinamicos

Deterministicos

Probabilisticos o Estocasticos

1.4. Importancia de la 0. para el ingeniero industrial

Sugerimos leer el siguiente articulo:

¢ Qué es la Investigacién de operaciones? Autor Bryan Salazar Lépez.

CONCLUSIONES
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CARRERA INGENIERIA INDUSTRIAL
ASIGNATURA: INVESTIGACION DE OPERACIONES Afio: 3er.
Tema 2. Programacion Lineal.

2.1. Introduccion.

2.2. El modelo de Programacién Lineal (PL), Conceptos basicos, elementos que lo integran,
supuestos del modelo.

2.3. Procedimiento para la construccion de modelos (PL).
2.3.1. Definicion de las variables de decision. Principios de unicidad.
2.3.2. Construccién de la funcién objetivo.
2.3.3. Construccion del sistema de restricciones
2.4. El modelo de transporte.
2.5. Método de solucion grafico.
2.6. Método de solucién simplex.
2.6.1 Interpretacion econdémica de la solucién 6ptima utilizando la tabla simplex
2.7 Método de solucién con paquetes informéticos (Excel, solver, WINQS)
2.7.1. Solucién con la aplicacion Solver.
2.7.2. Solucidn con la aplicacion excel.

2.7.3. Solucién con el programa WINQSB (Quantitative System for Bussines)_para
Windows. Interpretacién de la tabla de salida.

2.8. Andlisis de sensibilidad.
2.9. El Problema Dual
Objetivos: Que el alumno se capaz de:

e Construiry resolver modelos de optimizacidn lineal, representativos de distintas situaciones
econdmicas utilizando diferentes métodos: graficos, analiticos con el empleo de herramientas
informaticas, interpretando sus salidas.

Método: Expositivo.
Medios: Tizay pizarra, Libro de texto, MDD.
Tipo de clase: Conferencia

Bibliografia: Felipe Valdés, Pilar. Dpto. de Ciencia Empresariales. Facultad de Economia.
Universidad de la Habana, 2008.

Materiales Didacticos Digitales entregados por el profesor.
DESARROLLO

2.1. INTRODUCCION:

La Programacion Lineal constituye una de las técnicas de la Investigacion de Operaciones. Es un método
de andlisis determinista, que permite elegir la mejor alternativa entre muchas. Como parte de los métodos
matematicos, ha tenido una amplia aceptacion y difusion, siendo aplicada a multiples problemas
concretos de la economia y la industria.




Por ejemplo, para determinar el nivel de produccion de una empresa para satisfacer una demanda;
determinar las cantidades d e diferentes productos que pueden ser elaborados y su demanda; encontrar
los distintos modos en que pueden ser utilizadas las materias primas para disminuir los costos, las
instalaciones necesarias para, asi como la tecnologia y la posible organizacion del proceso productivo a
realizar

2.2. EL. MODELO DE PROGRAMACION LINEAL (PL), ELEMENTOS QUE LO INTEGRAN,
SUPUESTOS DEL MODELO.

Formulacion Matemética del modelo de Programacion Lineal (PL)

Partes integrantes del modelo de Programacion Lineal (PL):
1. Funcién Objetivos

1. Z = CiX1 + C2X2 +... + CjXj +...+ CiXr
2. Sistema de restricciones o0 limitaciones lineales
2. aiiXit+tapXizg+ ... +ajXj+...+aj Xir (s, =, 2)=bhi i=1,.... ,m

3. Condiciones de no neqgatividad

3. X} 20 j=1,.,r (esilégico pensar como una solucion la produccién de -3 productos)
Donde:
Xj -> variables esenciales ¢ variables de decision del modelo.
Cj: coeficientes de la funcion objetivo.

aij, y bi: Pardmetros del modelo, suponen conocidos y constantes, por lo que el modelo de
Programacion Lineal es un modelo determinista.

Para un modelo de programacion lineal se definen los conceptos siguientes:

Solucidn: cualquier conjunto de valores para las variables Xj que satisfaga el sistema de
restricciones.

Solucién posible o factible: si estos valores satisfacen ademas la condicion de no negatividad.

Solucién posible éptima: la solucion posible que proporcione el valor 6ptimo (maximo o minimo)
para la funcidnobjetivo.

El objetivo al resolver un modelo de programacién lineal es escoger de entre todas las
soluciones posibles o factibles, aquella que constituya la solucién 6ptima.

Supuestos del Modelo PL:

Supuesto de proporcionalidad: En el modelo lineal, los insumos para la realizacion de una actividad,
asi como los efectos econdmicos que esta produce, ya sea en términos de ganancia ocosto u otra
valoracion economica cualquiera, siempre son proporcionales al nivel de actividad

Ejemplo 1: Si producir una unidad de producto j se demora una hora en la maquina A, entonces segun
el supuesto de proporcionalidad producir 5 unidades de producto j en la maquina A, demorara 5 horas.

Supuesto de aditividad: El efecto econémico total que se obtiene, asi como el total de cada recurso
utilizado como resultado de la ejecucion conjunta de las actividades, debe ser igual a las sumas
respectivas de las cantidades resultantes de la ejecucién de cada actividad.

Ejemplo 2: Si las ganancias por las ventas de un producto A (X1) es de $5.00 y las ganancias de la venta
de un producto B (X2) es de $3.00, entonces si vendo un producto A y otro B, (X1+X2) obtengo $8.00 de
ganancias.



2.3. PROCEDIMIENTO PARA LA CONSTRUCCION DEL MODELOS (PL).
Paso 1: Definicién de las variables de decision.

Las variables de decisién deben definirse tanto conceptual como dimensionalmente y en muchos
casos también de forma temporal.

Para la definicion conceptual de una variable es necesario tomar en consideracion cuatro
principios de unicidad (de origen, de destino, de tecnologia y de coeficiente econémico)

Principio de Unicidad de origen: Significa que de existir productos con origenes diferentes debe
ser utilizada masde una variable para su representacion.

Ejemplo 3a): Si se conoce que el producto j puede ser elaborado en la Planta A o en la Planta B,
entonces sera necesario definir las variables como sigue:

X1: Unidades a producir del producto j en la Planta A.
X2: Unidades a producir del producto j en la Planta B.

Principio de Unicidad de desting. Este principio indica que se deben diferenciar las variables
segun el destino de los productos que éstas representan.

Ejemplo 3b): Si continuamos con el mismo ejemplo anterior y tenemos en cuenta que el mismo
producto j puede estar ademas destinado al consumo nacional y a la exportacion, entonces
tendremos que definir las variables del siguiente modo:

X1: Unidades a producir del producto j en la Planta A para el consumo nacional.
X2: Unidades a producir del producto j en la Planta A para la exportacion.
X3: Unidades a producir del producto j en la Planta B para el consumo nacional.
X4: Unidades a producir del producto j en la Planta B para la exportacion.

Principio de Unicidad de estructura tecnoldgica. Este principio indica que debe ser considerada
la tecnologia utilizada para la produccién de los productos y en caso de ser diferente deben
definirse diferenciadamente las variables.

Ejemplo 3c): Continuando con el ejemplo anterior, consideremos que en la Planta A se puede
utilizar tecnologia tradicional o tecnologia moderna para la produccion de los productos; por tanto,
las variables deben quedar definidas como sigue:

X1: Unidades a producir del producto j en la Planta A, con tecnologia tradicional, para el consumo
nacional.

X2: Unidades a producir del producto j en la Planta B, con tecnologia tradicional, para la exportacion.

X3: Unidades a producir del producto j en la Planta A, con tecnologia moderna, para el consumo
nacional.

X4: Unidades a producir del producto j en la Planta A, con tecnologia moderna, para la
exportacion.Xs: Unidades a producir del producto j en la Planta B, para el consumo nacional.

Xe: Unidades a producir del producto j en la Planta B, para la exportacion.

Principio de Unicidad de coeficiente econémico. Este principio no es mas que un resultado de
los anteriores, ya que es muy probable que un producto, al variar su origen y/o destino y/o su

estructura tecnoldgica, modifique su coeficiente econémico, es decir su costo o ganancia.

En resumen, toda variable debe ser representativa de un producto o actividad con origen
unico, destino Unico, estructura tecnologica Unica y un coeficiente economico unico, en
funcion del marco del problema a resolver.



Otro aspecto a tener en cuenta es el referido a la definicion dimensional y temporal de las
variables.

La definicion dimensional es muy importante, ya que se refiere a la unidad de medida en que
debe ser expresada la variable.

La definicion temporal s6lo es necesaria cuando todos los datos no estan expresados en la
misma unidad de tiempo y por tanto se hace necesario definir la variable en el tiempo y ser
consecuente con esa definicion durante todo el planteamiento del modelo.

Paso 2: Construccion de la funcidn objetivo.

Respecto a la construccion de la funcion objetivo deben sefialarse 3 aspectos que resultan de vital
importancia a la hora de plantear la funcién objetivo de cualquier modelo de programacion lineal:

» En la funcion objetivo deben aparecer todas las variables definidas en el modelo, aun
cuando éstas tomen valor cero.

> Esta expresa el objetivo econémico que se persigue con la solucién del modelo, ganancia,
costo, etc. y su direccién, ya sea, maximo o minimo.

» El coeficiente Cj adapta la dimension de la variable de decision al criterio econémico que
expresala funcion obijetivo.

Para culminar con aspectos referidos a la construccion de los modelos lineales, debe quedar bien
claro al estudiante el caracter lineal del modelo, por lo cual no es posible nunca tanto en el
sistema de restricciones como en la funcién objetivo, incluir variables en el denominador pues se
perderia la linealidad del modelo.

Paso 3: Construccion del sistema de restricciones.

Primeramente debe destacarse que en el modelo sélo se plantearan como restricciones las que
realmente constituyen limitantes al problema. Una vez establecido esto, se deben determinar las
variables que deben incluirse en esa restriccion, el signo que debe llevar la mismay los pardmetros
gue estan presentes en ella.

Debe tenerse cuidado con el aspecto dimensional con vistas a cumplir el supuesto de aditividad
de todo modelo lineal, pues se hace necesario adaptar la dimension de la variable a la
dimensién de la restriccién, la cual viene dada por el término independiente (bi). Esto se realiza
mediante el llamado coeficiente de conversion (aij) que acompafia a la variable en la restriccion.

- Otros aspectos importante es el signo de la restriccion, que pueden ser: ( s, = 2 )
Se utiliza (=) cuando en el término independiente ( bi ) se tiene un requisito exacto.

Si se plantea: Cuando mucho, significa (<),

Ej. A es cuando mucho el doble de B (A <2B); (A-2B<0)

Se utiliza ( 2) cuando en el término independiente ( bi ) se expresa la cantidad minima posible a utilizar,
ya sea un requerlmlemo minimo de un recurso determinado o una cota minima de produccion

Si se plantea: Por lo menos, significa (2)

Ej. A es por lo menos el doble de B (A = 2B); (A-2B =0)

Se utiliza (=) cuando en el término independiente ( bi ) se tiene un requisito exacto.

- Al multiplicar una desigualdad por -1 el sentido de la desigualdad se invierte.

Ej. A sea por lo menos tan grandecomo(B-2) (A=2B-2) (A-B=2-2) (B-A<2)



- Para convertir una desigualdad a igualdad solo hay que agregar o restar una variable (S) que
[lamaremos variable de holgura.

Ej. B menos A escomo maximo2 (B—-A<2) esigualque (B-A+S=2)
Ej. B menos A es como minimo2 (B—A=2) esigualque (B—-A-S=2)
Ej. B menos 2A es como minimo 0 (B—-2A=0) esigualque (B—2A-S=0)

- Restriccion de No negatividad: la PL requiere que todas las variables sean positivas (+), no tiene
sentido una solucion que sea producir -2 productos, o contratar — 3 empleados.

De tener un problema en que se requiera que sea una variable negativa, lo que se hace es representar
esa variable negativa por dos variables positivas

Ej. C (variable negativa) = A — B (variables positivas)

2.5. METODO DE SOLUCION GRAFICO:

Como su nombre lo indica, el método grafico es un procedimiento que permite obtener la solucién o
soluciones 6ptimas a un modelo de programacion lineal a través del uso de representaciones gréficas

Existen dos procedimientos diferentes para determinar la solucion éptima a partir de la region de
soluciones factibles, y que denomina respectivamente: de prueba — error, y a través de lineas de
indiferencia.

Pasos para determinar la solucion 6ptima de un modelo lineal a través del Método Grafico:

1. Representar graficamente, en un eje cartesiano cada una de las restricciones asociadas al modelo
lineal y determinar el semiespacio generado por cada una de ellas.

2. Determinar la region de soluciones posibles o factible, y los puntos extremos. Para ello debe
determinarse el conjunto de puntos que corresponde a la interseccion de los semiespacios generados
por cada restriccion en el punto anterior. Al respecto debe observar, que si esta region existe, queda
inscrita en el primer cuadrante del eje cartesiano, en la region de soluciones posibles. Dentro de este
conjunto deben determinarse los puntos extremos.

3. Determinar el punto geométrico que corresponde con la solucion 6ptima. Para ello se puede
utilizar uno de los siguientes procedimientos:

4. Determinar los posibles puntos 6ptimos. Estos se corresponden con los puntos extremos del
conjunto de soluciones posibles, y evaluar (sustituyendo) con ellos la funcién objetivo. Seleccionar
aquel que ofrece un mejor valor para la funcion objetivo.

5. Trazar la familia de rectas que representa a la funcidn objetivo, y seleccionar como 6ptimo, a
aguel punto de la region que corresponde al mejor valor de ella.

6. En cualquiera de los procedimientos utilizados debe hacerse notar que si mas de un punto ofrece el
mismo valor extremal para la funcion objetivo, entonces se tiene una solucion 6ptima alterna'y
existen infinitas soluciones éptimas.

A fin de consolidar sus conocimientos le proponemos



Hallar graficamente la solucién al siguiente modelo de Programacién lineal:
Xi, X =2 0

22X+ X 5 Restriccion 1

4X,+ 5Xy, = 40 Restriccion 2
Xy — 2% 4 Restriccion 3

IA

IA

MAX Z=6 X; + 5X; Funcion objetivo

Paso1. Representacion grafica de las restricciones y determinacion de semiespacios generados.

Interceptos con los
Restricciones ejes de coordenadas
2x1+ X = 5 (0,5)y(-2.5,0)
4X:+ 565X, = 40 (0, 8)y (10, 0)
Xi— 2X, = 4 0,-2)y (4,0)

Figura 1-Representacion grafica de las restricciones

Paso 2. Encontrar los Puntos extremos, en este ejemplo ilustrativo los puntos serian:

P1: (0, 0); P2:(4,0); P3:(7.69, 1.8) (Se obtiene de simultanear las restricciones 2 y 3)
P4: (1.07, 7.14) (Se obtiene de simultanear las restricciones 1y 2); P5: (0, 5)

Paso 3. Procedimiento prueba-error. Evaluando estos puntos en la funcidn objetivo, se tiene:
Z1=6(0)+5(0)=0

Z2 =6 (4) +5(0) =24

Z3 =6 (7.69) + 5(1.8) = 55.14

Z4 =6 (1.07) + 5(7.14) = 42.12

Z5 =16 (0) + 5(6) = 30

Siendo la funcién objetivo Maximizante, debe observarse que el punto P3 proporciona el mayor valor de
la funcidn objetivo (55.14), y por esto la solucion 6ptima al modelo es X1 =1.8y X2 =7.69.

El método gréfico tiene otro procedimiento Linea de indiferencia, que consiste la representaciéon grafica
de Z.



Para trazar una de las rectas que representa a la familia de Z asignele un valor arbitrario cualquiera. Para
facilitar el calculo y la representacion grafica en este caso se considero Z1 = 30, con lo cual sus interceptos
son (0,6) y (5,0). El resto de las posibles soluciones de Z son paralelas a esta linea de indiferencia, y la
solucion optima es aquella que toca uno de los puntos y que esté mas alejada del origen.

Figura ' -Representacion grafica de las lineas de indiferencia

Cuando graficamente la funcion objetivo se superpone con una de las lineas de restriccion del conjunto
de soluciones posibles estamos en presencia de un tipo especial de solucién llamada Solucion éptima
alterna, y ello significa que existen infinitas soluciones 6ptimas para el problema en cuestion

El método grafico tiene como limitante que solo se puede emplear cuando existen dos variables
decision o esenciales

Propiedades béasicas de la solucion al problema de Programacion Lineal.

Estas propiedades se expresan en los siguientes Teoremas

Teorema 1. El conjunto M de soluciones posibles a un problema de Programacién Lineal constituye un
conjunto convexo, siempre que no sea vacio.

Teorema 2. Si el problema de Programacion Lineal posee una solucién 6ptima, la funcion objetivo alcanza
su valor 6ptimo (méximo 6 minimo) en al menos un punto extremo del conjunto M de soluciones posibles.
Teorema 3. Los puntos extremos del conjunto convexo M de soluciones posibles se corresponden con
las soluciones posibles béasicas al problema de Programacion lineal y viceversa.

Teorema 4. Si el conjunto M de soluciones posibles es no vacio y la funcion objetivo esta
superiormente acotada (en problema de maximo), existe al menos una solucién éptima.

Teorema 5. Si el conjunto M de soluciones posibles es cerrado y la funcion objetivo toma su valor éptimo
en mas de un punto extremo, entonces la totalidad de las soluciones 6ptimas resulta de la combinacion
convexa de las soluciones posibles basicas 6ptimas.

2.6. METODO DE SOLUCION SIMPLEX.

El Método Simplex es un método analitico iterativo de solucion de problemas de programacién lineal
capaz de resolver modelos mas complejos que los resueltos mediante el método grafico sin restriccion
en el numero de variables.

Este famosisimo método fue creado en el afio de 1947 por el estadounidense George Bernard Dantzig y
el ruso Leonid Vitalievich Kantorovich, con el animo de crear un algoritmo capaz de solucionar problemas
de m restricciones y n variables.

Como estudiamos anteriormente

Este modelo puede ser siempre transformado de forma tal que el sistema de restricciones esté constituido
solo por ecuaciones lineales. Esta transformacion puede ser llevada a cabo de una forma muy simple
introduciendo algunas variables adicionales, las cuales se denominan




\ Tipo de desigualdad H Tipo de variable que aparece \
| < [ + holgura |
| > | - exceso + artificial |
| = | + artificial |

Desde el punto de vista dimensional, la variable de holgura adopta la dimensién de la restriccion en que
se encuentra, esto es, si la restriccion representa disponibilidad en Kg. de materia prima K, la variable de
holgura representa la diferencia entre la disponibilidad y lo que se debe utilizar de esa materia prima, a
partir de los valores que toman las variables en la solucion optima.

Dado el siguiente modelo de Programacién Lineal afiadir las variables de hogura y artificiales

4X; + 7X; + 5Xs < 400 aX; + TX; + 5X + X, = 400
2% + X > 50 2%+ X o o+ X, = 50
2Xy + 4X; + 5X; = 310 2X; + 4X; + 5X +X =310
X z0 J=123 X 20 J=1,...7
MAX Z = 2X; + 5Xo +34] MAX Z = 2X; + 5X; +3X; + OX4 + 0Xs - WXy - WX;

Criterio de optimalidad

Para Maximizar: si paratodos los vectores ajj se tiene que (Zj-Cj)20
Para Minimizar: si para todos los vectores ajj se tiene que (Zj-Cj)<0

2.6.1 INTERPRETACION ECONOMICA DE LA SOLUCION OPTIMA UTILIZANDO LA TABLA
SIMPLEX

e Silas variable esenciales toma valor positivo indicara la cantidad que se producira del producto. Si
toma valor cero indicara la no produccién del producto.

e Silavariable de holgura se afiade a una restriccion cuyo signo es < su valor indica la cantidad
subutilizada del recurso (o la demanda insatisfecha del producto).

e Sila variable de holgura se afiade a una restriccién cuyo signo es > su valor indica la cantidad sobre
utilizada del recurso ( o la sobre produccion del producto).
e Por ultimo el valor de la funcion objetivo Zjasi como su interpretacién econdmica, que puede ser un
minimo de costo 6 un maximo de ganancia
Ejemplo
Considere el siguiente modelo de programacion lineal y su iteracion optima.
Se pide realizar la interpretacion de la solucion.
Xy, Xo X3 20
12X+ 6Xy;+2X; = 6400 Horas del Departamento Mezclado
X1+10X;+2X; = 2000 Horas del Departamento Condensado
4 X1+  Xo = 1600 Horas del Departamento Secado
2X1+  Xo+ X3 1200 Horas del Departamento Envasado

MIN Z=10 X, +50 X, +20 X3 (COSTO)

IV



Donde se definen las siguientes Variables de decision:
X;: Unidades de producto A a producir al afio.
X5 Unidades de producto B a producir al afio.
X3 Unidades de producto C a producir al afio.

lteracion optima

Base Cj 10 50 20 0 0 0 0
Cs Variables Xg P, P, P P. Ps Ps P,
0 X6 400 0 1 0 1/2 0 1 1
0 X5 1100 0 19/2 0] 3/8 1 0 11/4
10 X1 500 1 Ve 0] 1/8 0 0 1/4
20 X3 200 0 0 1 -1/4 0 0 -3/2
Z 10 5 20 -15/4 0 0 -55/4
Z-C; 0 -45 0] -15/4 0 0 -55/4

A partir de la informacidén que proporciona la Tabla simplex correspondiente a la iteracion optima se
realiza la interpretacion de la solucién optima al modelo como sigue:

Interpretacion del vector solucion.
Las decisiones optimas asociadas a la situacion descrita a partir de la Tabla simplex son:
X1=500 Producir 500 unidades de producto A al afio.

X2=0 No producir el producto B.
X3=200 Producir 200 unidades de producto C al afio.
Xs=0 Utilizar el total de horas disponibles en el Dpto. Mezclado. (Recurso Critico).

Xs= 1100 Utilizar 900 horas del total disponible en el Dpto. Condensado (Dejar de utilizar o
subutilizar 1100 horas).

Xs =400 Utilizar 2000 horas en el Dpto. Secado. (Utilizar 400 horas por encima de las 1600
horas establecidas como minimo).

X7=0 Utilizar las 1200 horas establecidas como minimo en el Dpto. Envasado. (Recurso
critico).

Z=9000 Al aplicar estas decisiones se alcanzar4d un costo minimo de 9000 unidades
monetarias.

2.7 METODO DE SOLUCION CON PAQUETES INFORMATICOS (EXCEL, SOLVER, WINQS)
2.7.1. SOLUCION CON LA APLICACION SOLVER.

Ejemplo

Considere el siguiente modelo de programacion lineal y su iteracion optima.

Se pide realizar la interpretacion de la solucion.

Xy, Xo, X3 20

12X+ 6Xy;+2X; = 6400 Horas del Departamento Mezclado
X1+10X;+2 X3 = 2000 Horas del Departamento Condensado
4 Xi+ Xs = 1600 Horas del Departamento Secado

2X1+  Xp+ X3 =z 1200 Horas del Departamento Envasado
MINZ=10X;+50 X, +20 X3 (COSTO)

Comenzamos introduciendo los datos de la matriz algebraica.



@ SolverPro - O x

Archive Editar  Reselver Configuracion  Herramientas  Ayuda

h=es by~ &
Mo. de Yanables: aJ %1 Mo. de Funciones Objetivo: Mo. de Restricciones:
¥ ariables
H ] *2 | 43
Real Real Feal -
Funciones Objetivo -
FO1 10 0 E iz [-
Restricciones FY
R1 12 B
R2 1 10
R3 4 1
R4 Z 1

Limpiar

Una vez que se introducen los datos corremos la aplicacion

ﬁ Proceso: Sin Titulo O x

Solucionar: 1+ [Z |:| (" Paso a paso

M atriz del Proceszo: Solucidn

& [+
=lve 1 |><2 |><3 |s1 |52 |53 |A3 |s4 |A4 |

! 5 2 1 0 0 1 0 1 0 =
z 10 50 20 0 0 0 0 0 0 =
51 12 g 2 1 0 0 0 0 0 =
52 1 10 2 0 1 0 0 0 0 =
A3 1 0 0 0 1 1 0 0 =
A4 2 1 1 0 0 0 0 R 1 -
£ >

[ Mo volver a mostrar esta ventana
Resolver

En el cuadro de dialogo seleccionamos que tipo de solucién deseamos en este caso Solucionar
y damos clic en resolver




ﬁ SolverPro

Archive  Editar Configuracién Herramientas  Ayuda

O & a3 42 1]
44 Lista de Solucién =N ==
Solucion OPTIMA: -9000
WYariables de decision: Yariables de holgura: Yariables de dualidad:
Mombre Estado Yalor Mombre Estado Yalor Mombre |¥alor
%1 Basica §5I]I] 51 p Basica ] Y0
x2 Ho Basica 0 52 Basica 1100 Y1 0
%3 Basica 200 53 Basica 400 Y2 0
54 Mo Basica D Y3 27.5

Obtenemos los resultados de la solucion 6ptima
Donde se definen las siguientes Variables de decision:
X;. Unidades de producto A a producir al aiio.
X2: Unidades de producto B a producir al afio.
Xs: Unidades de producto C a producir al afio.
Solucién: producir 500 unidades del producto A; no producir el B y producir 200 unidades del C.

Como la R1 es de = el resultado 0 indica que no queda tiempo disponible, se consume todas
las horas del departamento de mezclado (6400) (recurso critico).

Como la R2 es de = el resultado 1100 indica que quedan disponible 1100 h del departamento
de condensado, solo se consumieron de las 2000 h 900 h.

Como la R3 es de 2 el resultado 400 indica utilizar 400 por encima de las 1600 h disponible
computandose 2000 horas en el departamento de secado

Como la R4 es de 2 el resultado 0 indica utilizar todas las horas, del departamento de
envasado o sea las 1200 h (recurso critico)

2.7.2. SOLUCION CON LA APLICACION EXCEL .

Excel tiene el complemento Solver, ver videos adjunto a esta conferencia.

2.7.3. SOLUCION CON EL PROGRAMA WINQSB (QUANTITATIVE SYSTEM FOR BUSSINES)
PARA WINDOWS INTERPRETACION DE LA TABLA DE SALIDA.

A continuacion se ilustra con algunas imagenes, los principales elementos de su MENU para el uso de
la programacion lineal, la forma implicita de entrada de datos y una tabla de salida correspondiente a la
solucién del modelo.

Tabla 1- Datos iniciales del modelo



MLP-ILP Problem Specification E -

Problem Title: |

Number of
Variables:

" Objective Criterion

@ Maximization

I

Number of
Constraints:

L

[ Default Variable Type |

® Nonnegative continuous

C Minimization
C Nonnegative integer

"Data Entry Format C Binary [0.1)

@ Spreadsheet Matrix Form
C Normal Model Form

o |

C Unsigned/unrestricted

Tabla 2- Forma en que se introducen los datos concretos del modelo

f@ Linear and Integer Programming

File Edit Format Solve and Analyze Utilities Window WinQSB Help
Bl=HS % | Ba| (&) jo.00| A =1 S| [ | O] R

LowerBound : X2 0
Variable -->
M aximize 4
c1 3
c2 1
Cc3 2
4
0

X2 | X3 | Direction | R.H.S.

1500
200
700
600

A

A~
LB B B

Cc4
LowerBound
UpperBound
VariableType|

A~

5
2
1
1
3
0

To=w=MNN
~

M
Continuous  Continuous  Continuous

Tabla 3- Tabla de salida con la solucion 6ptima al modelo

12:23:19 | | Thursday | May | 08 | 2008 | |
Decizion = Solution | Unit Cost or Total Reduced Basiz Allowable | Allowable
Yanable Value Profit c[j] | Contribution Cost Status Min. clj) Max. cfj)
1] =1 500,0000 10,0000 | 50000000 1] basic -M 40,0000
2 =2 1] 500000 0 45 0000 | at bound  5.0000 M
3 X3 2000000 20,0000 | 40000000 ] basic 5.0000 M
N Objective  Funchion [Min.] = 9.000.,0000
N Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable | Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus Price Min. RHS | Max. RHS
1] cCi 6.400.0000 <= 6.400.0000 1] -3.7500 5.600.0000 72000000
2 cz 900,0000 €= 2.000.0000 1.100.0000 0 900,0000 M
3 c3 2.000.0000 »= 1.600.0000 4000000 0 -M 2.000.0000
4 c4 1.200.0000 »= 1.200.0000 1] 27 5000 1.066.6670 1.600,0000

Como puede apreciarse, la Tabla de salida consta de 2 partes, una referida a las variables de decision

del modelo (Decision variable) y otra referida a las restricciones (Constraint).




En la primera columna de la 1ra parte de la tabla, denominada Decision Variable, aparecen las
variables de decision y a continuacion en la columna Solution Value, se muestra el valor que toman en
la solucién éptima, esto es: X1 =500, X2= 0y X3 = 200, valores que por supuesto son los mismos ya
vistos en la solucion obtenida con la Tabla Simplex.

En el centro de la Tabla aparece una fila identificada por Objective Function y a continuacion (Min.) =
9000, lo cual indica directamente el valor 6ptimo de la funcién objetivo.

En la 2da. Parte de la Tabla, la primera columna denominada Constraint identifica a las restricciones
gue aparecen con la letra C y un numero que indica el numero de la restriccion tal como aparecen en el
modelo.

Recuerde que para resolver el modelo de programacion lineal, a cada restriccion que corresponde a
una desigualdad se le agrega una variable de holgura. Por tanto:

A la restriccion identificada con C1, le corresponde la variable de holgura X4
A la restriccion identificada con C2, le corresponde la variable de holgura X5
A la restriccion identificada con C3, le corresponde la variable de holgura X6
A la restriccion identificada con C4, le corresponde la variable de holgura X7

El valor 6ptimo que toman esas variables aparece en la columna 5, identificada por Slack or Surplus,
pudiendo identificarse que:

X4=0, X5=1100, X6=400,y X7=0, los cuales por supuesto coinciden con los valores que se
vieron en la Tabla simplex de la iteracion optima.

La interpretacion ya fue realizada con anterioridad con los resultados de la Tabla simplex, pero esto se
hizo con fines ilustrativos, de manera que sirva de base para la comprension de la interpretacion y su
relacion con la Tabla de salida.

2.8. ANALISIS DE SENSIBILIDAD.

La Tabla de salida que proporciona el WINQSB permite hacer el analisis de sensibilidad, pues ésta
proporciona directamente los intervalos de variaciéon tanto de los Cj como de los bi.

Los intervalos de variacidon para los coeficientes de la funcion objetivo se toman de las 2 ultimas
columnas de la Tabla, identificadas por Allowable Min. (cj) (que indica el valor minimo que puede tomar
el coeficiente) y Allowable Max. (cj)), (que indica el valor maximo que puede tomar el coeficiente)
correspondientes a las filas que identifican a las variables de decisién, teniendo en este caso que:

Los Intervalos de variacion admisibles para los coeficientes de la funcidn objetivo (costos de
produccion) son los siguientes:

Producto A...... (-M, 40)

Producto B....... (5, M)
Producto C...... (5, M)

Donde M identifica un nimero muy grande. Si aparece con signo negativo, o sea, (-M), esto indica un
namero muy pequefo y con signo positivo indica que es un nimero muy grande.

Notese que para el producto A el limite inferior es —M, el cual es un limite matematico, sin embargo,
dado que este coeficiente representa costo, no se puede tener un costo negativo, por tanto, el
limite inferior del intervalo es 0. En el caso de los productos B y C, el intervalo indica que los
coeficientes puede aumentar sin limite.

Si el nuevo coeficiente se mantiene entre estos intervalos puede afirmarse que se mantiene la solucion

optima hallada, y solo se tendra afectaciones en el valor de la funcion objetivo. Si la variacion excede al
intervalo, se afecta la solucion 6ptima hallada y entonces se recomienda recalcular la solucion 6ptima al
modelo.



Intervalos de variacion admisibles de los términos independientes (correspondientes a
restricciones de recursos, demanda, etc.):

Horas del Departamento Mezclado............. (5600, 7200)
Horas del Departamento Condensado......... (900, M)

Horas del Departamento Secado ............... (0, 2000)

Horas del Departamento Envasado............. (1 066.66, 1600)

Notese que en el intervalo que corresponde a las Horas del Dpto. de Secado, aunque en la Tabla de
salida aparece un —M, se ha tomado el valor 0 como limite inferior al intervalo, por la misma razén
sefialada anteriormente.

Si el cambio que se produce en el valor del termino independiente se mantiene dentro de su intervalo,
puede decirse que conviene producir los productos que indica la solucion éptima, aunque el valor de las
variables se modificara en dependencia de si se dispone de mas o0 de menos recurso.

Para hallar la solucién 6ptima en esas condiciones se recomienda recalcular de nuevo la solucién
Optima.

Por ejemplo, si las Horas del Dpto. de Mezclado, disminuyen hasta 5600 o aumentan hasta 7200, esto
significa que conviene seguir produciendo los productos A y C, aunque pueden varian sus cantidades
en dependencia de la disponibilidad de Horas en el Dpto.

Si la variaciéon en las horas cae fuera del intervalo puede ya no ser conveniente producir los productos A
y/o C, por lo que se afecta completamente la solucion, la cual hay que recalcular.

2.9. EL PROBLEMA DUAL

Todo problema de PL esta asociado con un problema complementario llamado dual, al problema original
se le llama problema primal, si el problema primal trata de maximizar el problema dual ser& minimizar.

Por ejemplo si un fabricante tiene dos recursos disponibles R1y Rz los que pueden usarse para producir
diferentes productos A y B de acuerdo a las siguientes reglas

A+B < 3 (recursos R1)
4A +2B <8 (recursosR2) y AyB =2 0
Maximizar Z=35A +258B
El problema primal es cuantos productos A y B fabricar para maximizar las ganancias.

Entonces el problema dual es a que precio minimo se deben venderse los recursos R1 y Rz para obtener
la misma ganancia, en lugar de cogerlos para producir los productos Ay B,

Representando ambos problemas en forma matricial tenemos:
Consideremos el siguiente modelo de programacion lineal al que llamaremos Problema Primal.
MAX Z =C X
AX<b
Xz20

Asociado a este problema primal existe otro problema de programacion lineal, llamado Problema Dual,
el cual se define de la forma siguiente:

MINV =bTY
ATY=>CT



Y20
Denotandose las variables esenciales del dual con la letra Y.

A partir de los planteamientos Primal y Dual se puede identificar la correspondencia entre dicho modelos
como sigue:

PROBLEMA PRIMAL PROBLEMA DUAL

Coeficientes de la Funcion Objetivo Términos independientes
Téerminos independientes Coeficientes de la Funcion objetivo
Matriz de coeficientes Matriz de coeficientes transpuesta

Funcion Objetivo Maximo
Restricciones
Variables esenciales

n . n e o= o=

Funcion Objetivo Minimo
Variables esenciales
Restricciones

a0 o1

A partir de la definicién de los problemas primal y dual y su correspondencia se observa que:
e A cada restriccion del primal le corresponde una variable esencial del dual, por tanto el modelo
dual tendra tantas variables esenciales como restricciones tiene el modelo primal.

e A cada variable esencial del primal le corresponde una restriccion del dual, por tanto, el modelo
dual tendra tantas restricciones como variables esenciales tenga el primal.

e En el Primal, la funcién objetivo es de Maximo y todas las restricciones son de.
e La funcién objetivo del dual es de Minimo y todas las restricciones tienen signo de 2.

Todos estos elementos deben ser tenidos en cuenta cuando se vaya a plantear el dual de un problema
primal dado.

Ademds, debe destacarse que, entre las variables del primal y el dual existen las siguientes
relaciones:

PROBLEMA PRIMAL PROBLEMA DUAL

Variables esenciales e Variables de holgura
Variables de holgura <> | Variables esenciales

Notese que en este caso:
La funcion objetivo del Primal es de Minimo y todas las restricciones tienen signo de 2

La funcidn objetivo del Dual es de Maximo y todas las restricciones tienen signo de <

La dualidad se sustenta en un conjunto de Teoremas de los cuales solo se hara referencia a
algunos de ellos:

e El dual del dual es el primal.

e Si el primal tiene una solucion optima y el dual también, entonces, el valor 6ptimo de la funcion
objetivo del primal es igual al valor éptimo de la funcién objetivo del dual.

e Siuna variable de holgura del primal toma valor positivo en la solucion 6ptima, la variable esencial
del dual que le corresponde toma valor cero en la solucién éptima del dual.

e Siuna variable esencial toma valor positivo en la solucién 6ptima del primal, entonces la variable
de holgura del dual que le corresponde toma valor cero en la solucion optima del dual. Esto significa
gue la restricciéon del dual se cumple como igualdad

Ejemplo: continuemos con el ejemplo que se esta desarrollando:



Ejemplo

El ejemplo que se presenta a continuacion permite ilustrar la forma de plantear el dual a partir de

primal. Utilizaremos para ello el planteamiento del modelo de programacion lineal correspondiente a
Ejemplo 12.

Xi, Xo, X3 20
12 X4+ 6 Xs+2 X,

6400 Horas del Departamento Mezclado
X1 +10 Xg +2 X3

<
< 2000 Horas del Departamento Condensado
4 X1+ X = 1600 Horas del Departamento Secado
>

22X+ Xo+ X3 1200 Horas del Departamento Envasado
MIN Z =10 X; +50 X, + 20 X3 (COSTO)

Donde se definen las siguientes Variables de decision:
X1: Unidades de producto A a producir al aio.
X2: Unidades de producto B a producir al afio.
X3: Unidades de producto C a producir al afo.

Dado que el problema primal tiene una funcién objetivo de Minimo, para plantear el Dual
primeramente es necesario Homogeneizar el sistema de restricciones, pues todas deben tener

sigho de >=. Para ello se multiplica por (-1) las restricciones 1 y 2, quedando el sistema de
restricciones como sigue:

-12X1- 6X2-2X3 =z -6400
- X1-10X2-2X3 = -2000
4X1+ X2 = 1

2X1+ X2+ X3 = 1200

Dado que se tienen 4 restricciones en el primal, entonces el dual tendra 4 variables esenciales, las
cuales se asocian a las restricciones de la forma siguiente:

Variables duales Restricciones
Yi, ——5 -12X1- 6X2-2X3 = -6400
Y, —m» - X1-10X2-2X3 = -2000
Yy —» 4 X1+ X2 > 1600
Yy ——» 2X1+ X2+ X3 = 1200

Entonces el Dual queda planteado de la siguiente forma:
Yi, Y2 Y3 Ys 20

12 Yi- Yo+ 4Y3+2Y, < 10 (Producto A)
6 Yi—=10Yo2+ Ya+ Ys< 50 (Producto B)
-2 Y- 2, + Y, £ 20 (Producto C)

Max V = -6400 Y, -2000Y; + 1600 Y3+ 1200 Y4

En nuestro curso las variables duales van a ser definidas en forma general de la manera
siguiente:

Variable esencial dual:

Yi = Efecto econdmico (Costo o Ganancia) calculada/ unidad de recurso i
Variable de holgura dual:

Yj= Diferencia entre el efecto econémico calculado y el real/unidad de producto |
El valor optimo de las variables duales.



Y, : Costo calculado por Hora del Dpto. de Mezclado

Y, : Costo calculado por Hora del Dpto. de Condensado

Y3 : Costo calculado por Hora del Dpto. de Secado

Y4 : Costo calculado por Hora del Dpto. de Envasado

Y5 : Diferencia entre el costo calculado y real del Producto A
Ys : Diferencia entre el costo calculado y real del Producto B
Y7 : Diferencia entre el costo calculado y real del Producto C

La relacion que se establece entre las variables primales y duales es la siguiente:

Primal Dual

Xi Ys
Variables X5 Ys Variables de
Esenciales X3 Y7 Holgura

X4 Y
Variables de Xs Y, Variables

Holgura Xs Y3 Esenciales
X7 Ys

Los valores de las variables esenciales y de holgura del dual en la solucion Optima se obtienen
directamente de la Tabla de salida con la solucién 6ptima del problema primal, la cual para este problema
se presento en la Tabla 5 y que se reproduce a continuacion:

Ejemplo Tabla de salida

12:23:19 | | Thursday |  May 08 2008 | |

Decisic;;nm Solution  Unit Cost or Total Reduced Basis Allowable Allowable

Yanable Yalue Profit cfj) Contribution Cost Status Min. c{j) Max. c[j)
1] X1 500.0000 10,0000 5.000.0000 0 basic -M 40,0000
2 X2 0 50.0000 0 45,0000 atbound 5,0000 M
3 x3 2000000 20,0000 4.000.0000 0 basic 5.0000 M

Objective  Function (Min.]) = 9.000.0000

Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus Price Min. BHS Max. RHS
(1] ci 6.400.0000 <= 6.400,0000 0 -3.7500 5.600.0000 7.200,0000
2] c2 900.0000 <= 2.000,0000 1.100.0000 0 900.0000 M
3 C3 2.000.0000 >= 1.600.0000 400.0000 0 -M 2.000.0000
4

C4 1.200,0000 >= 1.200,0000 0 27.5000 1.066.6670 1.600.0000




Como ya tue visto con anterioridad al Iinterpretar la solucion optima de este modelo, las lineas
correspondientes a la columna Constraint se corresponden con cada una de las restricciones del
modelo, habiéndose definido que:
A la restriccion identificada con C1, le corresponde la variable de holgura X4
A la restriccion identificada con C2, le corresponde la variable de holgura X5
A la restriccion identificada con C3, le corresponde la variable de holgura X6
A la restriccion identificada con C4, le corresponde la variable de holgura X7
Los valores que aparecen en la columna identificada por Shadow Price indican directamente los
valores de las variables esenciales del dual. Teniendo en cuenta la relacion entre variables primales y
duales previamente establecidas puede entonces establecerse que:

Y1=375

Y2= 0

Y3= 0

Y4 =275

Nétese que aungue en la Tabla de salida aparece -3.75 como valor para la variable Y1, se toma como
positivo el valor de la variable dual. La presencia de signo negativo en el valor de la variable dual
sucede en ocasiones y es debido a la forma en que se programa el algoritmo computacional con que
se da solucion al problema de programacion lineal.

Los valores para las variables de holgura se toman directamente de la columna Reduced Cost que
aparece en la primera parte de la Tabla, la cual esta referida a las variables esenciales del modelo
primal. Por |as relaciones entre las variables primales y duales, entonces puede establecerse que:
Y5=0

Y6=45

Y7=0

El valor 6ptimo para la funcién objetivo del dual y el primal coinciden y es 9000.00.

Por ejemplo, cuando se realiz6 la interpretacion de la solucién Optima del modelo primal se pudo
determinar que la solucion implica utilizar todas las horas disponibles en el departamento de Mezclado,
siendo éste un recurso critico, y que limita la solucion obtenida. Si se dispusiera de una hora adicional en
el Dpto. de Mezclado ¢,Qué efecto tiene sobre la funcion objetivo, o sea, se aumenta o no el costo total?
Respuesta a esta pregunta la proporciona el valor de la variable dual correspondiente a esta restriccion,
la cual es: Y1 = 3.75, lo que se interpreta diciendo que cada hora adicional en el Dpto. de Mezclado
implica un incremento en 3.75 en el costo total, lo cual se explica por el hecho de que al disponer de una
hora adicional puede lograrse un incremento en la produccién, lo que trae aparejado un incremento en el
costo. Debe destacarse que ese efecto es el que se obtiene incrementando en 1 hora ese recurso
manteniendo el resto constante, pero debe destacarse que el nimero de horas a incrementar para el cual
es valido ese efecto esta limitado por el intervalo superior de variacion para ese bi tal como se vio en el
andlisis de sensibilidad

Por otra parte, el valor que toman las variables de holgura del dual permite fundamentar si es o0 no
conveniente la produccion de un producto. Veamos el analisis que se puede realizar por el dual.

En este ejemplo la solucién 6ptima indica que conviene producir el producto A. La restriccion dual
correspondiente a este producto es:
-12 Y, - Yo+ 4Y,+2Y, = 10 Producto A

Agregando la variable de holgura se tiene:
-12 Y, - Yo+ 4Y3+2Y4s +Ys5 = 10

Sustituyendo en la restriccion el valor de las variables esenciales duales se tiene que:

12(3.75) - (0) + 4(0) +2(27.5) +(0)= 10




Al sustituir los valores la restriccién se cumple como igualdad, pero nétese que en este caso el valor
de la variable de holgura es cero. Esto permite verificar lo planteado en el siguiente Teorema que
sustenta la dualidad: Si una variable esencial toma valor positivo en la solucién 6ptima del primal,
entonces la variable de holgura del dual que le corresponde toma valor cero en la solucion optima del
dual.

Por otra parte la solucién éptima indica que no resulta conveniente producir el producto B. La
restriccion dual correspondiente a este producto es la siguiente:

-6 Y —10Y,+ Y3+ Y,<= 50 (ProductoB)
La cual al agregar la variable de holgura se convierte en.
-6 Yi=10Y2+ Yz+ Ys+ Yg= 50
Sustituyendo los valores se tiene:

-6 (375)=10(0) + (0)+ (27.5)+ (45) = 50

Notese que la variable de holgura del dual para esa restriccion toma un valor diferente de cero, por lo que
se incumple lo planteado en el teorema anteriormente sefalado, lo cual indica que no resulta conveniente
la produccién del producto B.

CONCLUSIONES

En esta Conferencia se han establecido las bases teodricas fundamentales de la técnica cuantitativa
conocida como Programacion Lineal. Se definio el tipo de problema que puede ser resuelto
utilizando esta técnica, se presento la formulacién matematica del modelo de programacion lineal
y los supuestos correspondientes. El procedimiento para la construccion de modelos, al cual debe
prestar atencion especial en su estudio independiente.

También se estudiaron aspectos muy importantes en el marco de la programacion lineal, referidos
a los métodos que permiten determinar la solucion éptima a un modelo, tanto en forma manual
como mediante un paquete de programas para microcomputadora, la interpretacion econémica de
la solucién, el analisis de sensibilidad y la dualidad, todo lo cual amplia y evidencia las posibilidades
gue brinda el uso de esta técnica para la solucion de problemas reales que se presentan en las
empresas

ESTUDIO INDEPENDIENTE

Resolver los ejercicios de la proxima Clase Préactica



CARRERA INGENIERIA INDUSTRIAL
Asignatura: Investigacion de operaciones
Modalidad de estudio: Curso POR ENCUENTRO.

Ano: 3er.

EJERCICIOS DE LA CLASE PRACTICA 1 PRIMERA PARTE
TEMA 1. Programacion Lineal.

Ejercicio 1. En una MIPYME que esta encadenada con la Fabrica de Cemento de Artemisa se reparan
equipos ligeros y equipos pesados a la poblacién, obteniendo $300 de utilidades por cada equipo ligero
reparado y $400 por cada equipo pesado. Tienen la limitante que no se pueden reparar mas de 300
equipo ligeros y no mas de 200 equipos pesados. La MIPYME cuenta con 900 horas de tiempo disponible
cada mes, mientras que el tiempo de reparar los equipos ligeros es de 2 horas y el de los pesados es de
3 horas. ¢, Cuantos equipos ligeros y pesados deben repararse para maximizar las utilidades

Datos:
EQUIPOS LIGERO PESADO DISPONIBILIDAD
utilidad 300 400
restriccion 1 <300
Restriccion 2 <200
Restriccion 3 2h 3h <900

Paso 1: Definicion de las variables de decision.
X1: Cantidad equipos ligeros que deben reparase.
X2: Cantidad equipos pesados que deben reparase.
Paso 2: Construccion de la funcidn objetivo.
Max. Z = 300X1 + 400Xz
Paso 3: Construccién del sistema de restricciones.
X1 < 300 para equipos ligeros
X2 < 200 para equipos pesados
2X1+ 3X2 =900
Xi = 0 restriccién de no negatividad, entero

Ejercicio 2. Unos grandes almacenes encargan a un fabricante pantalones y chaquetas deportivas. El
fabricante dispone para la confeccion de 750 m de tejido de algodon y 1000 m de tejido de poliéster. Cada
pantalén precisa 1 m de algodon y 2 m de poliéster, y cada chaqueta precisa 1,5 m de algodény 1 m de
poliéster. El precio del pantaldn se fija en 50 $ y el de la chaqueta en 40 $. ¢ Qué nimero de pantalones
y chaquetas debe suministrar el fabricante a los almacenes para que éstos consigan una venta maxima?

Datos.

Articulos Pantalones Chaquetas Disponibilidad
Restricciones

Precio 50 $ 40%

Algodén 1m 15m <750




Poliester 2m 1m <1000

Paso 1: Definicion de las variables de decision.
X1: numero de pantalones.
X2: numero de chaquetas
Paso 2: Construccion de la funcidn objetivo.
Max. Z = 50X1 + 40Xz
Paso 3: Construccion del sistema de restricciones.
X1+ 1.5X2 < 750 para los pantalones
2X1+ X2 <1000 para las chaquetas
Xi 2 0 restriccion de no negatividad, entero

Ejercicio 3. Una Cia. Minera internacional extrae mineral base de dos minas (Ay B) .

El mineral de la mina A contiene como promedio 20% de Cobre, 20% de Zinc y 15% de Manganeso.
El mineral de la mina B contiene como promedio 30% de Cobre, 25% de Zinc y 10% de Manganeso.
Extraer una tonelada de mineral de la mina A cuesta $90 y de la mina B cuesta $120.

A la compafiia minera le acaban de hacer un pedido y necesita entregar al menos 8 ton. de Cobre,
al menos 6 ton de Zinc y al menos 5 ton de Manganeso con el menor costo posible.

Datos:
Minas A B Solicitud
Costo $90 $120
Cu 0.20 0.30 28t
Zinc 0.20 0.25 26t
Mg 0.15 0.10 25t

Paso 1: Definicion de las variables de decision.
X1: Cantidad extraido de la mina A.
X2: Cantidad extraido de la mina B.
Paso 2: Construccion de la funcidn objetivo.
Min. Z = 90X1 + 120X2
Paso 3: Construccién del sistema de restricciones.
0.20X1+ 0.30X2 =8 para el Cobre
0.20X1+ 0.25X2 =26 para el Zinc
0.15X1+ 0.10X2 =25 para el Manganeso
Xi; 2 0 restriccion de no negatividad
Ejemplo 4. (De mezcla Libro de texto “Métodos cuantitativos para la toma de decisiones en
administracion” pag. 162.)

Una MIYME que da servicio de limpieza prepara sus propias soluciones mezclando dos ingredientes para
preparar una solucién que tiene lo que considera de fosfato y cloruro. Un ingrediente tiene un 5% de



fosfato y 2% de cloruro y cuesta 25 cent/oz. El otro ingrediente tiene 7% de fosfato y 1% de cloruro y
cuesta 20 cent/oz. La MIPYME necesita que la mezcla final tenga no mas de 6% de fosfato y no mas de
11/2% de cloruro. El objetivo es minimizar costos

Datos
Ingrediente 1 2 limitante
Costo (cent/oz) 25 20
Restric. 1 Fosfato % 5 7 <6
Restric. 2 Cloruro% 2 1 <11/2
Restric. 3 Proporcion |1 1 =1

Paso 1: Definicion de las variables de decision.
X1: onza del ingrediente 1 por onza de solucion
X2: onza del ingrediente 2 por onza de solucion

Paso 2: Construccion de la funcidn objetivo.
MAX. Z = 25 X1 + 20 X2
Paso 3: Construccion del sistema de restricciones.

Restriccibn 1 5 X1 + 7 X2 2 6 para fosfato

Restriccibon 2 2 X1 + Xz = 1.5 para cloruro

Restriccion 3 X1 + X2 =1 conformacion de la mezcla

Restriccion4  Xi=z0 i=1,2 Xi=z0 i=1, 2 No negatividad de las variables

Ejemplo 5. (De mezcla Libro de texto “Métodos cuantitativos para la toma de decisiones en
administracion” pag. 164.)

Una empresa cuenta con un fondo de inversién de $10 000 y existen dos proyectos Ay B para invertir,
para estar seguro se piensa que la inversion en el proyecto A no debe ser superior a 25% del total y debe
ser por lo menos el 10%. En el proyecto B se quiere invertir por lo menos $4 000, Se estima que la tasa
anual de rendimiento del proyecto A es de 10% Yy del proyecto B es de 8%. Cuanto se debe invertir el
cada proyecto para maximizar las ganancias.

Proyecto Proy. A | Proy. B limitante
(X1) (X2)

Tasa anual de | 10 8
rendimiento
Presupuesto 1 1 1 <10 000
Restriccion 2 1 < 25% (X1 + X2)
Restriccion 3 1 = 10% (X1 + X2)
Restriccion 4 1 > $4 000

Paso 1: Definicion de las variables de decision.
Xi1: Dinero invertido en el proyecto A

X2: Dinero invertido en el proyecto B

Paso 2: Construccion de la funcidn objetivo.

MAX. Z = 10X1 + 8X2

Paso 3: Construccion del sistema de restricciones.



Restriccion 1~ X1 + X2< 10 000 dinero maximo a invertir (fondo de inversion)
Restriccion 2 X1 <0.25 (X1 + X2) transformando se tiene
X1 £0.25 X1 + 0.25X2
X1- 0.25X1-0.25X2<0
0.75X1- 0.25X2<0
Restriccion 3~ X12 10% (X1 + X2) transformando se tiene
X120.1X1 + 0.1X2
X1-0.1X1-0.1X220
0.9X1-0.1X220
Restriccion 4 X2 2 $4 000
Restriccion 5 Xi=0 i=1, 2 No negatividad de las variables

Ejercicio 6. Un fabricante de gasolina de avién vende dos clases de combustible A y B. El combustible
A tiene un 25% de gasolina grado 1, un 25% de gasolina grado 2 y un 50% de gasolina grado 3. El
combustible B tiene un 50% de gasolina grado 2 y otro 50% de gasolina grado 3. Dispone para producir
500 gl /h de gasolina grado 1 y de 200 gl/h respectivamente de la gasolina grado 2 y grado 3. Los costos
son 30 centavos por litro la de grado 1, 50 centavos por litro la de grado 2 y 60 centavos por litro la de
grado 3. El combustible A puede venderse a 75 centavos litro y el combustible B a 90 centavos el litro.
¢, Qué cantidad debe producirse para obtener las mayores utilidades?

Datos.
Combustible A B Disponibilidad | Costo
G1° 0.25 0.00 <500 30 cent/l
G 2° 0.25 0.50 <200 50 cent/I
G3 0.50 0.50 <200 60 cent/l
Venta combustible | 75 cent/l 90 cent/l

Costo Combustible | 0.25(30) +0.25(50) | 0.00(30)

+0.50(60) = 50 +0.50(50)
+0.50(60) =
55

Utilidad 75 -50 =25 90 — 55 = 35

Paso 1: Definicion de las variables de decision.
X1: cantidad de combustible A.
X2: cantidad de combustible B.
Paso 2: Construccion de la funcion objetivo.
Max. Z = 25X1 + 35Xz
Paso 3: Construccion del sistema de restricciones.
0.25X1< 500 parala G 1°
0.25X1+ 0.50X2 < 200 para la G 2°
0.50X1+ 0.50X2 < 200 para la G 3°



Ejercicio 7 Determine graficamente la solucion 6ptima al siguiente problema de programacion lineal

MIN Z =5 X1+ 2 X2 Sujeto a:

3X1+6X2218

5X1+4X2220

8X1+2X2216

7X1+6X2542

X1, X220

Solucion

Ejercicio 1 Xa=6; X2=0; Z=30
e v
b S

3
¥

Ejercicio 8 La empresa ELINSEC fabrica dos tipos de insecticidas y cada uno requiere de una técnica
diferente de fabricacion. Cada litro de insecticida ANTO requiere 8 horas de mezclado, 6 horas de proceso
y se obtiene una ganancia de $ 4.00. Cada litro de insecticida BENTO requiere 5 horas de mezclado, 4
horas de proceso y se obtiene una ganancia de $ 2.00. Se dispone de 80 horas para mezclado y 60 horas
para proceso cada mes. Se ha pronosticado que la demanda mensual del insecticida ANTO no es mas
de 80 litros y para el BENTO no mas de 150 litros.

a) Plantee el modelo de programacion lineal correspondiente a la situacion antes descrita si lo que se
quiere es maximizar la ganancia.

b) Resuelva el problema por el método grafico.

Solucién
VARIABLES X1 (ANTO) X2 (BENTO) DISPONIBLE
R1 MEZCLADO 8 5 < 80 HORAS
R2 PROCESO 6 4 <60 HORAS
PRODUCCION ANTO X1 0 <80
PRODUCCION BENTO |0 X2 <150
MAX Z 2 2
T]Kh; @Eﬂ RE:‘V,H e Beo b & 44 Lista de Solucién E@
Ho. de Variables: No. de Funciones Obietivo: No. de Restricciones: Solucién DPTIMA: 40
7 = Variables Variables de decisidn: Variables de holgura: Variables de dualidad:
Red Real - Nombre Exla% |Va|ﬂ| | Nombre |Estado  |Valor Nombre  |Valor
Funciones Dbjeti A x1 Basica 10 51 o Basica 1} Y0 D
Fol “‘ - i Z | ‘ x2 No Basica 0 52 Basica 0 Y1 0
o ] ; — 2 53 Bisica 70 2 0
- ; . " 54 Basica 150 v 0




7=5X+2X, wmacmizar X1

TX+6X;=42
X1 X2
RA 0 16
10 0
R2 0 15
10 0
R3 80 0
80 160
R4 0 150
150

LINEA INDEFERENCI 0 100
7=100 50 0

X, litros de insecticida ANTO

om o w s

X2

[rATSITIY
"o

a0

Xz Litros de insecticida BENTO

8 ¥, + 5X; =80 Horas de mezclado
6 X+ 42X = 60 (horas proceso)
X < 80
¥, = 180

MAX Z = 4 X, + 2 X, ( GANANCIA)

Se deben producir 10 litros de insecticida ANTO, no se produce el insecticida BENTO vy se logra una

gananciade $ 40

Ejercicio 9 Una fabrica elabora 2 tipos de envases, envases plasticos y envases de metal. Cada uno de
ellos debe ser procesado en 2 maquinas diferentes. Una maquina tiene capacidad disponible 24 horas/dia
y la otra 16 horas/dia. Cada envase de plastico requiere de 2 horas en cada maquina. Cada envase de
metal necesita de 3 horas en la primera maquina y de 1 hora en la segunda. La ganancia que se obtiene
es de $2 por envase de plastico y $1 por envase de metal. La fabrica puede vender tantos envases como
pueda. El objetivo de la empresa es maximizar las ganancias. ¢ Cuantas envases debe producir de cada

tipo?

a) Plantee el modelo de programacion lineal correspondiente a la situacion antes descrita.

b) Resuelva el problema por el método grafico.

Solucién
VARIABLES X1 (plastico) | X2 (metal) DISPONIBLE
R1 Maquina 1 2 3 < 24 HORAS
R2 Maquina 2 2 1 <16 HORAS
MAX Z $2 $1
SOLUCION
Variables: X; envases plasticos *
X2 envases de metal *
F.O: MAX Z =2X1 + X3 .
2X; + 3X, < 24 o
2X1+ X, <16 = D ¢
X, X220 N

SOLUCIONES ACEPTABLES

Za =2(0) + 1(0) =0

Zs = 2(8) + 1(0) =16 S.O
Zc = 2(6) + 1(4) =16 S.O

Zo = 2(0) + 1(8) =8




Respuesta: Producir 6 envases plasticos y 4 de metal con una ganancia de $ 16 otra solucion puede ser producir
8 envases de plastico y ninguno de metal también con ganacia de $16.

Ejercicio 10 La Constructora Casas Ltda., se ha adjudicado la construccion de 100 casas. El contrato la
obliga a construir dos tipos de casas. Para los beneficiarios las casas tienen el mismo costo, pero para la
Constructora Casas, éstas tienen un margen de utilidad diferente, asi las casas tipo campo arrojan $ 5
100 y las de tipo rancho $ 5 000. El contrato obliga a entregar las casas dentro de los nueve meses de
firmado el contrato. Otra informacioén relevante se resume en la siguiente tabla:

Recurso por tipo de casa Disponibilidad
Campo Rancho de horas
200 100 12000 Carpintero
210 120 16800 Albafil

a) Formule el problema de programacion lineal.
b) Encuentre la solucién dptima graficamente.
SOLUCION
Variable: X; casa campo
X2 casa rancho

F.O: MAX Z =5 100 X; + 5000 X,
Restricciones

X1+ X2 =100

200 X1 + 100 Xz <12 000 carpintero
210 X1 + 120 X, < 16 800 albanil

X1, X220

- d c casa
carpintero
&0 albafi
a b
2 4 60 BO 100 120
SOLUCIONES ACEPTABLES
Zs = 5100(0) + 5000(0) =0
Zs = 5100(60) + 5000(0) | = 306 000
Z = 5100(20) + 5000(80) | = 502000 S.O
Zs = 5100(0) + 5000(100) | = 500 000

Respuesta Se deben construir 20 casa de campo y 80 tipo rancho obteniéndose una ganancia de

$ 502 000




TEMA 2 PROGRAMACION LINEAL CLASE PRACTICA 2 SEGUNDA PARTE

Ejercicio 5
Considere el siguiente problema de programacion lineal
MAX Z= 20 X; +25 X+ 30 X3+ 10 X,

Sujetoa: 5X;+ 33X+ 4X;+ 5X; £ 1400
2Xi+ 4%+ 33X+ 55X, = 1200
15X+ 2X+ Xs+ 4X = 500
3X+4X+6X+ 55X, =z 1100
X z0 j=1...4
Se pide:
a) Agregue las variables necesarias para lograr una solucién basica inicial donde B= |
b) Construya la tabla simplex correspondiente a la iteracién cero.
c) Diga si la solucién del inciso anterior es optima. Justifique su respuesta.
d) Sila solucién hallada en el inciso ¢) no es éptima, determine el vector que entra a la base v el
vector gue sale de la base
Solucion

a) Solucién basica inicial (Xs, Xz, Xo, Xio) Xe = (1400; 1200; 500; 1100)

b} [lteracion Cero

Base

i

20

30 10

25 0 0 0 0 W -
CB Varables *B P1 P2 F3 P4 F3 P& BT P8 Fa 10
0 X5 1400 3 3 4 3 1 0 1 1 1] 0
0 X5 1200 2 4 3 3 0 1 0 0 0 0
- Xa 500 1.5 2 1 4 1] 0 -1 0 1 1]
- X1 1100 3 4 [ 3 1] 0 1] -1 0 1
A-Cj £=-1600w | 4.5w-20 | Bw-23 | -Tw-30 | -Sw-10 0 0 W W 0 0

c) La solucion hallada no es la optima, fodos los £ — C) tienen que ser =z que 0 para que sea la
optima. No se cumple el criterio de optimalidad.
d) Vector que entra a,

WVector que sale ac

Ejercicio 6
Dado el siguiente modelo de programacion lineal

Min Z 50 Xi+ 25X+ 40 X3 + 25X, (GANANCIA)
Sujeto a:

3Xi+ 4Xo+ 3 X3+ 5 X = 1700 kg de materia prima B

Xi+ X+ 5X:+8 X, = 1150 horas en el equipo H
3 X+ 4% +6Xs = 500 kg de materia prima F
X+ Xy + X3+6X, = 500 produccion total minima.
Xz 0 =1..4
Se pide:

a) Agregue las variables necesarias para lograr una solucién basica inicial.
b) Construya la tabla simplex correspondiente a la iteracion cero
c) Determine el vector entrante y el vector saliente



Solucién

a) Solucién basica inicial (Xs, Xz, Xa, Xio) Xe = (1700; 1150; 500; 500)

b) Mkeracion Cero

Base Cj 30 25 40 25 0 0 0 0 - -

CB “Varables xB P1 P2 P3 P4 Pa P& PT P8 P9 10
0 X 1700 3 4 3 5 1 0 0 0 0 0
0 X5 1150 1 1 2 il 0 1 0 0 0 0
W Xa 200 3 4 0 ] 0 ] -1 0 1 0
W X1n 500 1 1 1 ] 0 ] 0 -1 1 1
£ -0 £= 1000w dw-30 Sw-23 w-40 | 12w- 25 0 0 W -W 0 0

c) Lasolucion hallada no es la optima, todos los Z) — Cj tienen que ser < que 0 paraque seala
optima. No se cumple &l criterio de optimalidad.

d) Vector que entra a,
Vector que sale a;o aq

Ejercicio 7

Dado el siguiente modelo de Programacién Lineal y su iteracidn o6ptima, y
[donde

X; - unidades a elaborar de los productos |, Il 'y llI

12X1 + 6X2 + 2X3 < 320 horas del departamento A
X: +10X, + 2X3 < 100 horas del departamento B
4X1 + X + > 80 horas del departamento C
2X2 + X2 + X3z =2 60 horas del departamento D
X =20 =123
MIN Z=10X; + 50X, + 20X 3 (costo) o oo
lteracién Optima
BASE Cy 10 50 20 0 0 0 0
C Xs | Xs P, P, Ps P, Ps Ps P,
0 Xs 20 0 1 0 1/2 0 1 1
0 X5 55 0 19/2 0 3/8 1 0 11/4
10 X4 25 1 1/2 0 1/8 0 0 1/4
20 X3 10 0 0 1 -1/4 0 0 -3/2
Zi - G 0 -45 0 -15/4 0 0 -55/2

a. Calcule el valor de la funcién objetivo y diga su significado economico.

b. Analice el vector solucion

c. Diga cuantas horas se utilizaron en el departamento C

d. Si se incrementa en 1 hora el recurso horas del departamento A, como se ve afectado el vector
solucion y la funcion objetivo.

e. Cual sera el efecto sobre las horas sobre utilizadas en el departamento

C, por disminuir en 10 las horas del departamento A y disminuir en 15 las horas en el departamento D,
simultaneamente.

Solucién:



a. Z =0(20) + 0(55) + 10(25) + 20(10) = 450 Costo Total Minimo.
b. X1= 25 se elaboraran 25 unidades de producto |

X2=0 no se elaborara el producto Il

X3 =10 se elaboraran 10 unidades de producto Il

X4 = 0 utilizacion plena de las horas del departamento A

Xs =55 55 horas subutilizadas en el departamento B

Xe =20 20 horas sobre utilizadas en el departamento C

X7 = 0 utilizacion total del minimo de horas en el departamento D

Ejercicio 8

Una fabrica de ropa produce tres lineas de productos: trusas, sacos y vestidos para senoras. Definiendo las
variables de decision X1, X2 y X3, que representan la cantidad de lotes de frusas, de sacos y vestidos pama
sefora a fabricar, respectivamente, se ha formulado el siguiente modeio de programacion lineal:

MA XZ = 400X + 200X%; + 300X (Ganancia)
44X+ 2X+ X3 =16 cortadores

Xy 4+ 2X + 2X3 =41 maquinas de coser
X3+ X+ X3=20 empacadores

X1, X, X320
Y su solucion optima obtenida utilizando el paguete computacional WIN QSB aparece en la tabla 1:
Tabladl
Decision  Solution  Unit Cost or Total Heduced Basit  Allowable Allowable
Vaiiable Yalue Profit cfil Conuiibution  Cost Status  Min. clil Max. cli)
X1 0 400 00 0 -800.00  at bownd -M 1200 00
X2 0 200.00 0 400.00 at bound M 600.00
X3 16.00 300.00 4800.00 0 basic 100.00 M
Objective  Function Max ) = 4300 00
Left Hand Right Hand  Slack Shadow Allowable Allowable
Constraint Sude Duection Side ot Surplus Price Min HHS Max. RHS
(I | 1600 L= 16.00 1] 300 00 o 2000
ce 32.00 <= 41.00 .00 0 32.00 M
3 1600 {= 20,00 400 0 1600 N

a) (Es posible despedir cortadores o empacadores manteniendo el nivel de produccion? ;Cuantos?
b) La ganancia por lote de trusas puede ser aumentada a $ 500 o en $ 850, ; cual debe ser la actitud de la
empresa? ; Como cambia la solucion 6ptima?

Solucion

a) Los cortadores no se pueden despedir, pues se ulilizan todos. Se pueden despedir 4
empacadores y se mantiene el nivel de produccion.

b) Si la ganancia por mefro de frusa aumenta a 500 no sucede nada a la solucion optima. Si
aumenta en 850 (400 + 850 = 1250 ) si se afecta la solucion optima, pues solo puede aumentar
hasta 1200. La actitud de la empresa debe ser aumentar a 500.



Ejercicio 9

Una empresa de productos electronicos fabrica teléfonos celulares.

El objetivo es detemminar cuantas unidades del producto se debe vender por sector para maximizar la utilidad
total (diferencia entre ganancia total y costo total) de la empresa. Definiendo las vanables de decision X1, X2y
X3 como segmento A, segmento B, segmento C respectivamente, el modelo de programacion lineal es el
siguiente:

MAX Z= 80X + 52X, + 76X

10Xy + 1822 + 8X3 =5 000 publicidad
2.5X;+ 3Xo + 1.5)X3 =1 200 horas de venta
Xy + Xo+ X3<=600 capacidad maxima de produccion
Xiz0 j=123

a) La empresa no sabe si gastar $500 mas en publicidad o aumentar la capacidad de produccion en 20
unidades. La empresa no quiere vanar la base optima. Aconseje usted que debe hacer la empresa.

b) Si la empresa decidiera contratar mas personal para aumentar la disponibilidad en el tiempo de venta
i.Seria conveniente? ; Por qué?

c) La empresa sabe que el sector A esta reclamando por el valor del celular, pero no quiere perderios como
clientes. ;Hasta qué precio estaria dispuesto a rebajar el valor del celular?

d) Sila empresa quiere disminuir los gastos de publicidad sin vanar la base optima. ;Cuanto es lo maximo
que podria ahorrar?

Y su solucion éptima obtenida utilizando el paguete computacional WIN QSB aparece en la tabla 2:

Tabla 2
| Decision | Solution | Unit Cost Total Reduced Basiz | Allowablz Allowable
Nanable :  Value ol Conlribution Cuost Status Min. cfj] Max cfjl
=1 100.00 80.00 B000.00 1] basic 7600 35.00
X2 1] 52.00 0 -44.00 at bound -H 9E.00
=3 50000 J6.00 JE000.00 1] basic 64.00 B0L0D
Objective | Function [Max ] = AR000_D0
Left Hand Right Hand Slack Shadow | Allowable Allowable
Conztraint Side Direction Side or Surplus Frice Min. FHS Max. RHS
Cl K000, 00 = 500000 0 2.00 4300.00 | 5400.00
C2  1000.00 <= 1200.00 200.00 0 100000 M
C3 60000 i= E0000D 1] E0.00 520,00 62500
Solucién

a) La empresa no debe gastar 500 mas en publicidad, pues solo puede aumentar la publicidad hasta
5400. La capacidad de produccién puede aumentar a 20 u y la base éptima no varia. Se le aconseja a
la empresa que aumente la capacidad de produccion.

b) Si decidiera aumentar la disponibilidad en el tiempo de venta seria conveniente matematicamente,
pues no se afectaria la solucién éptima hallada, pero econémicamente esto no le reportaria nada, pues
la ganancia se mantendria igual y a las empresas lo que les interesa es aumentar sus ganancias.

c) Estaria dispuesto a rebajar hasta $76.

d) Podria ahorrar solo $ 200. Se puede disminuir a $ 4800.



Ejercicio 10
Considere el siguiente modelo de programacion lineal:
WX.Z‘:BX, + 14X2 + 30X3 4 s 50X4

X+ 2% + 10X+ 16 X, < 800 Disponibilidad de Materia Prima en Kgs.
15X; + 2X2 + 4%+ 5 X < 1000 Minutos del Equipo Principal
05X, +0.6% + X + 2X <340 Horas-Hombre
%20 j=14

Donde: X,: cantidad de ladnllos de tipo 1 a producir

Xz: cantidad de ladrillos de tipo 2 a producir

X5: cantidad de ladrillos de tipo 3 a producir

X¢: cantidad de ladrillos de tipo 4 a producir
Y su solucion optima obtenida utilizando el paquete computacional WIN QSB aparece en la tabla 3:
Tabla 3

Decision ~ Solution  Unit Cost o Total Reduced Basis Allowable Alowable
Vaunlie Vahue Profit <fj) Contwibution Cost Status Min cli) Max cli)
X1 400.00 8.00 J200.00 0 basic 7.00 9.82
X2 200.00 14.00 2800.00 0 basic 11.839 16.00
%3 0 30.00 0 -28.00 at bound e 5300
x4 0 50.00 0 -40.00 at bound -M a000

Ubjective Function [(Max.] - 6000.00
Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable ANowable
Constiain! Side Diection Side of Suiplus Price Min. RHS Max RHS
1 800.00 {= 80000 0 5.00 66667 1000.00
c2 1000.00 (- 1000.00 0 2.00 800.00 1050.00
c3 320.00 (= 340.00 20.00 0 320.00 I

Con esta informacion a usted se le pide:

a) Interprete economicamente la solucion éptima indicando que ladrillos conviene producir y en que
cantidades, asi como la ganancia que se obtendria con esa produccion.

b) Diga cuales son los recursos criticos e interprete el valor que toma la vaniable X;.

c) Plantee la primera restriccion del dual y fundamente mediante el dual ka razon por la cual no
resulta conveniente producir ladrillos del tipo 4.

d) Silas horas Hombres disminuyen a 300 horas. ;Se afectaria la optimalidad de la actual solucion
hallada?

Solucion

a) Conviene producir 400 ladrillos tipo 1

Conviene producir 200 ladrillos tipo 2

Con esta produccién se obtendria una ganancia de $ 6000.

b) Recursos criticos

- Disponibilidad de materia prima

- Minutos en el equipo principal

X7 =20 Se subutilizan 20 horas - hombre

c) Primera restriccion de dual Y1 +15Y2+05Y3=>8
X4 — Y7 =40 como hay diferencia entre la ganancia calculada y la real por cantidad de ladrillos tipo 4 a

producir, no conviene su produccion.

d) Si se afecta la optimalizad, pues las horas hombres solo pueden disminuir a 320.



Ejercicio 11
Considere el siguiente modelo de programacion kineal:

MINZ=2X1+3X+5X5+6 X4+ 5 X (Costo)

Sujeto a:

0.15 % +02 Xo+0.12 X3+ 0.1 X +0.18 X <1020 (Minutos Equipo Principal)
0.04 X +005 X+003 X3+005 X +0025Xs = 900 (Kgs de hojalata)

0.02 X +0.018 X%+ 0.015 X3+ 0.02 X+ 0.016 X5 = 300 (Litros de laca)

A 2 1500 (Produccion minima envases A)
X + X3 2 2500 (Produccion minima envases B)
Xs + Xs = 1800 (Produccion minima envases C)
Donde:

X4 -> Envases tipo A para el consumo nacional

Xz -> Envases tipo B para el consumo nacional

X3 -> Envases tipo B para la exportacion

X4 -> Envases tipo C para el consumo nacional

Xs -> Envases tipo C para la exportacion

Y su solucion optima obtenida utilizando el paquete QSB aparece en la tabla 4. Con esta informacion se le pide

a) A partir de la solucién 6ptima diga que envases conviene producir y en que cantidades asi como el costo total
gue implica esa produccion. Sefiale ademas la utilizacién de recursos que esta solucion implica.

b) Plantee el dual correspondiente

c) Diga el valor de la segunda variable esencial del dual y su significado econdmico

d) Diga el valor de la cuarta variable de holgura del dual y su significado econémico

e) Fundamente mediante el dual la razén par la cual no resulta conveniente la produccién del envase B para la
exportacion

f) Diga en cuanto puede disminuir el costo del envase A para el consumo nacional. ¢, Considera usted que en la
practica el costo de ese producto puede disminuir hasta el extremo inferior del intervalo?

g) Si el costo del envase C para la exportacion fuera realmente de 6.5 ¢ Se afectaria la solucién 6ptima hallada?
¢Por qué?

h) Determine un valor apropiado para la disminucion del costo del envase C para el consumo nacional que no
implique cambio en los tipos de producto que recomienda la solucién éptima

i) Determine en cuanto puede disminuir o aumentar los minutos en el equipo principal.

i) ¢, Que efecto tendria sobre la solucién 6ptima hallada la disminucién en 300 del requerimiento minimo de
produccion del envase A para el consumo nacional?

k) Si se aumenta en 1000 la produccién minima de envases tipo C. Se afectaria el plan de produccion que
implica la solucién optima.

Tabla 4
Decizion | Solulion | Unit Cost or Total Reduced Basic | Allowable Allowabls
Vallahb Value Prafit cfj] | Conbribution Cozt Statuz Min. cfj]  Max o)
1 150000 200 F000.00 0 baszic -1.88 M
e 250000 J.00 Fo00.00 1) basic -2.50 400
=3 ] S .00 L] 1.00 at bound 4.00 M
R4 362 50 600 217500 o basic 5.00 7.00
=5 143750 & 00 18750 1) basic A4.00 600
Objechive | Funchion [Min.] = 198E2.50
Leflt Hand Hight Hamnd Slack Shadow | Allowable | Allowable
Constroint Side Direction Side or Surpluz Price | Min. AHS | Max. RHS
(e | 102000 %= 1020.00 1) -12.50 05 00 1043.00
2 239.06 &= 90000 h&0. 94 n 23906 M
C3 105 25 <= Joo.oo 19475 LI 10525 M
(e | 150000 3= 1500.00 1] 388 120665 226667
Co 250000 »= 2500.00 a 5.90 235500 307500
CE 180000 3= 1800.00 o 725 163889 295000

Solucioén



a) Conviene producir
X1 - Envase tipo A para el consumo nacional = 1500 e

X2 - Envases tipo B para el consumo nacional = 2500 e
X4 - envases tipo C para el consumo nacional = 362.50 e

X5 - Envases tipo C para la exportacion = 1437.5 e

Se obtiene un costo total minimo de $19862.50

Se consumen 1020 minutos en el equipo principal (X6)
Se consumen 239.06 kilogramos de hojalata (X7)

Se consumen 105.25 litros de laca (X8)

Se producen 1500 envases de A (X9)

Se producen 2500 envases de B (X10)

Se producen 1800 envases de C (X11)

b) -015Y; - 0.04 Ya— 0.02Y2+ Ys < 2
02Y, - 005 Y.-0018Y; +Ye < 3
012Y, - 0.03 Y,-0015Y, +Y, < 5
01Y,- 005 Y,- 0.02 Y, +Y, < 6
018Y,-0025 Y,-0.016 Ya +Y, < 5

Max V = -1020Y, -900Y; -300Y; +1500Y, +2500Y5 +1800Y

c) Y,=0 Costo calculado por kilogramo de hojalata

d) Yp= 0 Diferencia entre el costo calculado y el costo real por unidad de producto tipo C para el
consumo nacional.

e) Como toma un valor diferente de cero (1.00) la variable de holgura del DUAL eso significa que en
el primal no conviene producir los envases tipo C para la exportacion.

f)  Puede disminuir en $3.88.

En la practica no tiene sentido el intervalo inferior de variacion, pues el costo no puede ser negativo v

de producirse el producto tendria algun costo.

g) Sise afectaria la solucion éptima hallada, este costo solo puede aumentar hasta $6.00 sin que se
afecte la optimalidad.

h) El valor apropiado de disminucion es $1.00 para que no cambie la solucién 6ptima

i) Los minutos en el equipo principal solo pueden disminuir en 115 minutos y aumentar en 29
minutos sin que se afecte la optimalidad de la solucion.

|} Se afectaria la optimalidad de la actual solucion pues esta solo puede disminuir en 193.33

k) No se afecta la optimalidad de la solucion hallada pues esta puede aumentar en 1150.



Ejercicio 12

Considere el siguiente modelo de programacion lineal:
MAX Z= 2 X4+ 3 o+ X3+ 2Xs + X% (Ganancia)

Sujeto a:

4% +5X+ 33X+ I XN+ Xs <4000 (Minutes Equipo Principal)
22X+ X+05X+12X+08X% =1040 (Kgs de Fibra Nacional)
4 % +3 X%+ 2)X3+ g+ 2X <3000 (Kgs de Fibra importada)
X+ X 2 200 (Produccion minima Tejido A)
X3 = 800 (Produccion minima Tejido B)
Xe + Xg 2 300 (Produccion minima Tejido C)
Donde

X1-> Metros de Tejido A para €l consumo nacional
X2-> Metros de Tejido A para la exportacion
Xa-> Metros de Tejido B para el consumo nacional
X¢-> Metros de Tejido C para el consumo nacional
Xs-> Metros de Tejido C para la exportacion

Y su solucion optima obtenida utilizando el paguete QSB aparece en la tabla 5. Con esa informacion se le pide:

a) Interprete econdmicamente la solucion 6ptima indicando que tejidos conviene producir y en que
cantidades, asi como la ganancia que se obtendria con esa produccion

b) Diga la utilizacion de los recursos.

c) Plantee el dual correspondiente.

d) Fundamente mediante el dual la razon por la cual no resulta conveniente la produccion del tejido A
para el consumo nacional

e) Diga como se afectaria la solucidén éptima si se incrementa en 60 la disponibilidad de la fibra nacional
f) ¢ En cuanto tendria que aumentar la ganancia por metro del Tejido A destinado al consumo nacional
para que fuese conveniente su produccion?

g) Si la ganancia por metros del Tejido B para el consumo nacional fuese cero ¢ Seria aun conveniente
su produccion en las cantidades que se indica en la solucion 6ptima?

h) Si se dispusiese de 30 horas adicionales en el Equipo Principal ¢ Seria conveniente continuar con la
produccion de los tejidos que indica la solucion 6ptima? ¢Por qué?

i) ¢ Que efecto tendria sobre la solucién 6ptima hallada la disminucién en 100 del requerimiento minimo
de produccién del Tejido C?

) En cuanto puede disminuir o aumentar el requerimiento minimo establecido para la produccion del
tejido B e interprete la misma

k) Si la ganancia por metro de Tejido C para la exportacion aumenta a 5 ¢ Se afectaria la optimalidad de
la actual solucién hallada? ¢ Por qué?



Decizion Solution Uit Cozt or Taotal Reduced Haziz  Allowable Allowahle
Wariable :  Valua Profit (i) @ Contribution Cost Status | Min. clj]  Max cfi]
=1 1] Z2.00 0 1. &N at bound -H 260
=2 200,00 3.00 GOO_D0 0 basic 2.40 2.0
=3 #0000 1.00 00_0 o basic -H 2.0
= a0 00 2.00 16000 0 basic 1.57 2.00
=h 36000 1.00 Je0.00 n hasic 0L&¥ 4.0
] Objective | Function [Max.] = 1920000
Left Hand Hight Hand = Slack Shadow Allowable Allowable
Constraint Side Direction Side ofr Surpluz Price | Min. RHS | Maz. RHS
] 1 4000. 0 i= 4000. 00 0 0.G0 330000 417500
c2 84 .00 i= 1040.00 HE_ 00 0 9H4.00 M
cC3 J000. 0D i= 2000.00 0 0.20 2650000 2233233
C4 20000 2= Z00_00 o -0.60 157 .58 Za714
CS g00_00 ¥= SO0_D0 0 -1.20 74042 Q00
Ck 440.00 ¥= J00.mn 140000 0 -H A4

Solucién

a) Conviene producir
e X - Metros de tejido A para la exportacion = 200 u
e X; - Metros de tejido B para el consumo nacional = 800 u
e X,- Metros de tejido C para el consumo nacional = 80 u

e X; - Metros de tejido C para la exportacion = 360 u
Se obtiene una ganancia maxima de § 1920

b) Se consumen 4000 minutos en el equipo principal (Xg)
Se consumen 984 kilogramos de fibra nacional (Xz7)
Se consumen 3000 kilogramos de fibra nacional (%)

Se producen 200 metros de tejido A (Xg)

Se producen 800 metros de tejido B (Xig)

Se producen 440 metros de tejido C (X))
c) 4Y,+ 2¥Y,+4Y.-Y, 2 2

aY:+ Yo+ 3Ya-Y, = 3

3Y, + 0.9Y2 + 2Y, -Ys =

Y, +12Y2+ Y, -Ye = 2
Y, + 0.8Y:+ 2Y, -Ye 2 4

Min V = 4000Y; + 1040Y; + 3000Y; — 200Y, - 800Ys - 300Y,

d) La variable de holgura del DUAL correspondiente a la produccién de tejido A para el consumo
nacional (X1) tiene un valor = 0.6 y cuando toma un valor diferente de cero es que en el PRIMAL, no
conviene producirlo.

e) No le sucede nada a la Solucion Optima si se incremente en 60 la disponibilidad de la fibra nacional,
pues la fibra nacional puede aumentar hasta infinito.



f) Tendria que aumentar en $0.6 la ganancia para que fuese conveniente la produccion de tejido A para
el consumo nacional.

g) Si es conveniente su produccion (Tejido B para el consumo nacional) pues esta ganancia puede
disminuir hasta - infinito, esto es matematicamente, pero econémicamente no tendra sentido producirlo
si la ganancia es cero.

h) Si tengo 30 horas adicionales en el equipo principal = 30 « 60 = 1800 min. No es conveniente la
produccién que indica la solucion éptima pues los minutos en este equipo pueden aumentar hasta 4175
min y si aumenta 30 h se pasa de esto, seria 4000 + 1800 = 5800 min

i) No sucedera nada pues esta produccion puede disminuir hasta — M, es decir hasta - infinito. La
solucion éptima seguiré teniendo las mismas variables basicas.

j) El requerimiento minimo de B puede disminuir en 59.57 metros y aumentar en 100 metros y se
mantiene la optimalidad planteada.

k) Si se afecta la optimalidad de la actual solucion pues la ganancia por metro de tejido C para la
exportacion solo puede aumentar hasta $4.00.
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ramificacion y acotamiento y con aplicaciones informéaticas

Método: Elaboracion conjunta

Medios: Tizay pizarra, Libro de texto, MDD, alicaciones informéticas teléfonos méviles.

Forma de ensefianza: Clase Encuentro

Bibliografia:

Métodos cuantitativos para latoma de decisiones en Administracion. Editirial Felix Varela 2005.

Materiaes Didiactics Digitales entregados por el profesor.
DESARROLLO.

3.1. INTRODUCCION

PROGRAMACION ENTERA

La Programacion Entera es un conjunto de técnicas de la Investigacion Operativa que permiten solucion
cuando todas o algunas de las variables de decisiébn no pueden tomar valores fraccionarios.



Para el modelo de Programacion Lineal se optimiza una funcién sobre una region convexa, mientras que
en la Programacion Entera se optimiza sobre una region de factibilidad que generalmente no es convexa.
Por lo tanto, la solucion de problemas enteros; resulta mas complicada que la Programacion Lineal

TIPOS DE VARIABLES

> Reales: cantidades divisibles (pesos, volimenes, tiempo, etc.)

» Enteras: cantidades no divisibles (personal, vehiculos, objetos, etc.)
» Binarias: dos estados posibles. Toman valor 0 o 1.

Si se requiere que todas las variables sean enteras se habla de programacion lineal
entera pura; si se necesita que algunas de las variables de decision sean nimeros
enteros, se tiene un problema de programacion lineal entera mixta.

3.2. TIPOS DE MODELOS DE PE
MODELOS ENTERO PUROS (PE)

Es una variante del Programa Lineal, para el cual todas las variables de decisién ademas de
cumplir la condicién de no negatividad deben ser todas enteras

Max Z = 3x1 + 2x2
Sujetoa:x1 +X2<6

X1, X2 = 0 Enteras

MODELOS ENTEROS MIXTOS (PEM)

En esta variante de Programa Lineal, todas las variables de decision son positivas y solamente
algunas de ellas deben ser enteras

Max Z = 3x1 + 2x2
Sujetoa:x1+x2<6

X1,X2>20
X1 Enteras



MODELOS BINARIOS

Esta variante del Programa Lineal, suele utilizarse para modelar problemas con actividades
gue deben o no ejecutarse. Por analogia con el sistema de los niUmeros binarios, las variables
de decisién toman un Gnico valor entero entre 0 y 1. Esto es, si la actividad no se ejecuta la
variable correspondiente toma el valor O, de lo contrario el valor 1

Max Z = 3x1 + 2x2.
Sujetoa: X1 +x2 <6
X,X2=20
x,€10,1}

Algunas aplicaciones de la PE
Problemas de asignacion

Costo fijos

Ubicacion de instalaciones
Secuencias de maquinas

Enrutamiento de vehiculos

Caracteristicas de lo problemas de PE.

Si bien las restricciones pueden paracer inofensivas en realidad tienen efectos de gran
alcance.

Permite modelar restricciones de productos que deben ser fabricados en cantidades enteras.
La otra cara de la potencialidad del modelo con variables enteras es la dificuktad de los
problemas resultantes.

Con variables enteras se pueden modelar requerimientos l6gicos de costos fijos, planificar
actividades y muchos otros tipos de problemas.

Tambien con problemas de apenas 80 vriables pueden superar la capacidad de calculo de
computadoras sofisticadas.
El estudio de esta arae de la programacion lineal es de mucha importancia.

3.3. SOLUCION DE PROBLEMAS DE PE

- Con una solucién optima

Maximizar z = 2xq + 6x,
4x, —2x, 2 3
Sujeto a 4x, + 2x, < 17
X1,X2 = 0y enteras

(3,2) z=18




- Con un numero finito de soluciones optima

Maximizarz =x+y

x+yS4 -
x—-y20

x,y=20 : ?
X,y ENTERO

Sujeto a

Con un nimero infinito de soluciones

Minimizar z=x—y
umero infinito

x—y>0 de soluciones

Sujetoas x,y =0
x,y enteras

i —
Métodos de solucion:

Redondeo de la solucién del problema de PL.
Enumeracion explicita completa.

Ramificacion y acotamiento

Planos de cortes

3.3.1. METODO DE SOLUCION POR REDONDEO

Seguramente una empresa que fabrica camas sujetos a ciertas restricciones obtiene como solucién para
Maximizar las ganancias que se produzcan 325,47 camas. En tales situaciones, a menudo se adopta la
solucion no entera al requerimiento de enteros simplemente redondeando los resultados al entero mas
proximo 325 6 326 camas. Esto produce lo que se llama la “solucion redondeada”.

Mediante ese recurso de redondear la solucién obtenida del PL al PE se obtienen soluciones aceptables
para el administrador, porque no hay diferencia significativa, entre producir 325.47 camas Yy producir 325
0 326 camas. En realidad, probablemente baste para el ajuste de los datos del modelo que satisfaga al
administrador una produccién cercana a los 325 camas

Existen problemas importantes en los que la “solucién redondeada” simplemente no funciona. Esta
complicacion puede deberse a la escala de las variables por considerar. Por ejemplo, si la solucién de un
modelo de programacion lineal recomienda que la Boeing construya 11,6 aparatos 747 y 6,8 aparatos
727, el administrador probablemente no quedara contento con la simple medida de tomar la decision de
construir 11 de los primeros y 6 de los segundos, o cualquier otra solucién redondeada, porque la
magnitud del rendimiento y la asignacion de recursos asociados con cada unidad del problema aconsejan
determinar la mejor solucion entera posible.



Otro ejemplo, veremos que problemas en los que queramos que una variable “x” sea igual a 1 si vamos
a construir una inversion o “x” sea igual a cero (si-no). Supdngase que la solucion de una version de
programacion lineal de este problema produce un valor no entero, por ejemplo, x = 0,38. Vemos que este
valor no contiene informacion aprovechable como solucion al problema real.

En ambos casos el redondeo del resultado de PL a PE no es apropiado.

Veamos esto desde el método gréfico.

— (2.5,3.9) =26

Maximizar z = 2x, + 6x,
4x, —2x, 23
Sujeto a 4x, + 2x, < 17
X1,Xp = 0 yorderas

w—(3,2) z =18

solucion (2.5, 3.5)

e 2 3 &\ 5

En este ejemplo el redondeo a los valores mas cercanos a la solucién del problema
relajado no es apropiado porque esos valores no son solucion del problema PE

Maximizar z = xy + 15x,
%, + 20x, < 50
Sujeto a X, +x;, <20 (18.42,1.58),z ~ 42.11
i Xy, X, 2 0y enteras o 800
’ ( 19 '16) ‘=719

z=33

En este ejemplo el redondeo a los valores enteros mas cercanos a la solucion del problema
relajado no es apropiado para dos soluciones pero si para otras dos  pero sin embargo...

Vemos que la solucion al PE esta lejos del problema a la solucién del modelo relajado

(18.42,1.58),z ~ 42.11

‘ - 50 800
Maximizar z = xy + 15x, (3°°,3°) z=—
2 1919 19
(10,2) F.0 = 40 #
. . . L L L J L] "y hd A 1 .l
iy . i
. . . . L4 . . ° . L L L L L . L d L4 l. \




De todo lo anterior se puede concluir que el método de redondeo de la solucién del
problema lineal relajado al problema de programacién entera no siempre es acertado.

3.3.2. METODO DE SOLUCION POR RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO
Este método puede ser aplicarse a cualquier problema de programaciéon Entera.

Consiste en ir resolviendo una serie de problemas de PL, empezando por el problema relajado
aplicando diferentes criterios y técnicas.

»  (Ramificacion): Sila solucion no es entera se definen dos nuevos problemas que deben
resolverse (se crean dos ramas que excluya la solucién no entera encontrada).

»  (Acotamiento): Sila solucién de una de las ramas es entera se asume como posible
solucion. Si la solucion de la otra rama no es entera se continua resolviendo por esa rama
hasta que el valor de la F.O. sea inferior al de la candidata a solucion éptima.

Consideremos el siguiente problema de Programacion Lineal Entera:

Ejemplo: Problema relajado:
max2x + y max2x +y
5x+ 8y < 68 5x +8y < 68
r-y<z P |i-y=2
s.a{y <6 e y<6
x,y=0 %Y= 0
xX,yEZL

Aplicando el método grafico o cualquier otro método de solucion se obtiene:

alY

Region factible del
problema relajado

PLO

Solucién 6ptima:
X=6.46,y =4.46
Valor de la funcion: 17.38




Ramificacion:
Si la solucidn dptima no cumple la condiciéon de nimeros enteros:
* Se elige una variable que no cumpla esta condicion: x; = a

* Se definen dos nuevos problemas con una nueva restriccion cada uno,
segun la variable elegida y suvalor: x; < [a], x; = [a] + 1

PLO PLO: Problema relajado
X = 6.46
Valor de la funcion: 17.38
y<4 y=5
PL1 PL2
oY
PL2 | =y =5 |
(6.46,4M
1 4y =4 |
3
PL1

X

0 1 2 3 4 5 6 7

Problema PL1: Problema PLO + restricciony < 4

max 2x + b 4 Resolucion

(5x + 8y < 68 Solucion éptima: x = 6,y = 4 S——
x—y<2 Valor de la funcién objetivo: funcién objetivo
s.aly< 6 — siempre empeora
<4 Cumple las condiciones
Y= de valores enteros
X,y =0

Candidato a solucion 6ptima
Serd la solucién 6ptima si no se




PLO Candidato a solucion dptima:

X = 6.46,y = 4.46 x=6y=4
Valor de la funcién: 17.38 Valor de la funcion: 16
y < :/N‘z ’
PL1 PL2
x=6y=4
Valor de la funcién: 16
FIN

Problema PL2: Problema PLO + restricciony > 5

max 2x + y Resolucion

5x + 8y < 68 Solucién éptima: x = 5.6,y = 5

x—y=<2 Valor de la funciéon objetivo: 16.2
SSa.< V=<6 =

Al

x,y=>0

Ya tenemos un candidato. ¢ Merece la

7

pena seguir?

Acotacion

PLO Candidato a solucion 6ptima:
X =646,y = 4.46 x=6y=4

Valor de la funcién: 17.38 Va,o
y< /\,.2 5 W

/> Problema de maximizacion
PL1 PL2 / » PL2 mejora el valor.
x=6y=4 x=56y=5 > Se sigue ramificando.
Valor de la funcion: 16 Valor de la funcion:(16.2

FIN




x =646,y =4.46
Valor de la funcion: 17.38

PLO

y S}/,\LZ 5
PL1 PL2
x=6,y=4 @y =5
Valor de la funcion: 16 7 Valor de1a funcion: 16.2
FIN x<5 | x=6
PL3 PL4
s y

PL3 B - x>6

Candidato a solucion déptima:

x=6y=4

Valor de la funcion: 16

Esquema

PLO
X =6.46,y = 4.46
Valor de la funcion: 17.38

PL1
x=6y=4

Valor de la funcion: 16

Candidato a solucion dptima:
x=6y=4
Valor de la funcién: 16

FIN

PL2

x=5.6,y=5
Valor de la funcion: 16.2

xg5 " 26

PL3
x=5,y=5.375
Valor de la funcién: 15.32

PL4




PLO
X = 6.46,y = 4.46

Valor de la funcién: 17.38

Candidato a solucion 6ptima:

» Problema de maximizacion
PL1 » PL3 no mejora el valor.
x=6y=4 » Se descartaPL3

Valor de la funcion: 16

PLO
X =6.46,y = 4.46
Valor de la funcion: 17.38

Candidato a solucién éptima:
x=6y=4
Valor de la funcion: 16

No quedan mas problemas:

PL1
x = 6,y Solucién 6ptima del problema =5

Valordelafu  de programacion entera:  6n:16.2

FIN x=6y=4 —

Valor de la funcion: 16 PLA
x =15,y =5.375 No factible
Valor de la funcion: 15.32
alor de la funcié FIN
FIN

3.4. EL MODELO DE TRANSPORTE

El transporte desempefia un papel importante en la economia y en las decisiones administrativas de las
empresas. Entre los multiples problemas de decision que puede enfrentar una empresa productora esta
el referido a como distribuir de la forma mas econémica su produccién terminada, que puede constar de
uno o varios productos, desde sus instalaciones productivas (fabricas) hasta sus clientes.

El problema clasico de transporte. Formulacion del problema.

El problema clasico de transporte, de manera general, consiste en determinar las cantidades que de un
unico tipo producto se debe transportar desde un conjunto de puntos llamados origenes (fabricas) hasta
un conjunto de puntos llamados destinos (almacenes), de manera que se haga minimo el costo total de
transportacion, queden satisfechas las demandas de cada destino y se logre el envio de las ofertas de
cada origen.

En la formulacion del problema clasico de transporte se parte de considerar que existe una situacion de
Equilibrio, esto es, la OFERTA TOTAL del producto coincide con la DEMANDA TOTAL del producto

Formulacion matematica del modelo clasico de transporte.
Notacion:



Variables de decision:
Xij: Unidades de producto a transportar desde el origen i hasta el destino j donde i=1,...my j=1,...
Parametros: Oi: Oferta (Cantidad de producto disponible) en el origen i, i=1,...m

Dj: Demanda (Requerimiento del producto) en el destino j, j=1,...n

Cij : Costo de transportar una unidad de producto desde el origen i hasta el destino j.

MODELO CLASICO DE TRANSPORTE

MinZ = ZZ CijXij (Objetivo: Minimizar el costo total de transportacién)

i=1 i=l

Sujeto a:
iX;ff =0 i=1,..m (Restricciones de Oferta: Lo que se envie desde el origen i a los destinos
a j tiene que se igual a la oferta de ese origen)
iX;fj =D j=1...n (Restricciones de Demanda: Lo que recibe el destino j de los origenes i
i=1
debe ser igual a lo que se demanda en ese destino)
Xijz0 i=1l..m j=1l..n (Condicion de no negatividad)

Dado que se presenta una situacion de equilibrio, esto implica que se pueden enviar los productos
disponibles en todos los origenes con lo que se satisface completamente la demanda de todos los
destinos. Noétese que en este caso tanto las restricciones de oferta como de demanda tienen signo de

(=)

Este modelo consta de (m x n) variables y (m+n) restricciones. Hay (m) restricciones de Oferta y (n)

restricciones de demanda.

Desequilibrio en los problemas de transporte. Debe destacarse que la formulacion del modelo

clasico realizada corresponde a la situacion en que el modelo se encuentra en equilibrio, es decir que la
oferta total es igual a la demanda total. Si esto no ocurre, entonces existe desequilibrio, 0 sea, este se
presenta siempre que la oferta total es desigual a la demanda total. Esta es la situacion que mas se

presenta en la préactica.

A continuacion se muestran las modificaciones que se introducen en el modelo clasico de transporte en

caso de que exista desequilibrio El desequilibrio se puede presentar en dos formas:

- Oferta Total < Demanda Total

Si la Oferta Total es menor que la Demanda Total el modelo se plantea de la forma siguiente:
m n

MinZ = Z Z CijXij
i=1j=1

m
Z X‘,-j- = Of donde 7=1....m (restricciones de oferta) (signo =)
=1

n
Z er < DJ,— donde j=1....n (restricciones de demanda) (sigho <)
J=1

x; 20 i=1..m j=1....n

- Oferta Total > Demanda Total



Si la Oferta Total es_ mayor que la Demanda Total el modelo se plantea de la forma siguiente:
m n

MinZ =3 CijXij
i=1j=1

m
Z X,-J,- < S‘,- donde 7=1....m (restricciones de oferta) (signo <)

Z X; =D donde j=1....n ( restricciones de demanda) (signo =)

J
X; 20 i=1...m j=1...n

Ejemplo 4 (De Trasporte)

Dos fabricas pertenecientes a una empresa elaboran un solo producto, el cual se envia a 3
almacenes que se encargan de distribuirlo, satisfaciendo asi la demanda de los clientes. La empresa
cuenta con varios camiones de un mismo tipo, no existiendo limitaciones de capacidad para el
traslado de los productos a los almacenes.

En la siguiente tabla se muestran los datos correspondientes a la produccion mensual de cada fabrica
en unidades, la demanda en unidades del producto y el costo unitario de transporte desde cada

fabrica hasta cada almacén.
COSTO ( $/Unidad)

ALMACENES
Fabricas A-1 A-2 A-3 Produccion
F-1 5 4 6 1200
F-2 2 3 8 800
Demanda 700 900 400

La direccion de la empresa quiere determinar la cantidad de producto que mensualmente debe
enviar desde cada fabrica hasta cada almacén si quiere lograr la distribucion que haga minimo el
costo total de transportacion.

Este problema de transporte puede ser representado graficamente mediante la llamada red
de transporte, la cual se presenta a continuacion:

El planteamiento del modelo de transporte es como sigue:

Origenes Destinos
Demanda
1200 Fabrica 1
200 Fabrica 2
Oferta Demanda

Total = 2000 Total = 2000



Paso 1: Definicion de variables:

Xij-> Unidades de producto a enviar desde la fabrica i al almacénj i=1,2 j=1,.3
De acuerdo con lo anterior en este modelo se tienen 6 variables de decision en total que son:

Xll! X121 X13 x211 X22) X23

Declarar las variables:
X11: cantidad de productos enviados de F1 al almacén 1
X12: cantidad de productos enviados de F1 al almacén 2
X13: cantidad de productos enviados de F1 al almacén 3
X21: cantidad de productos enviados de F2 al almacén 1
X22: cantidad de productos enviados de F2 al almacén 2

X23: cantidad de productos enviados de F2 al almacén 3

Paso 2: construccion de la funcién objetivo
MINZ =5 X11+4 X124+ 6 X13+ 2 X21 + 3 X22 + 8 X23

Paso 3: Construccion del sistema de restricciones.

Sujeto a:

X11 + Xa2 + Xaz3 = 1200 (Oferta Fabrica 1)

X21 + X22 + X23 = 800 (Oferta Fabrica 2)

X11+ X21 = 700 (Demanda Almacén 1)

X12+ X22 =900 (Demanda Almacén 2)

X13+ X23 = 400 (Demanda Almacén 3)
Xijjz2 0 i=1,2 j=1,2,.3

3.4.1. METODO DE SOLUCION DE LA ESQUINA NOROESTE

Planta Almacen Capacidad
A B c
P1- - * | 8.0 | 9.0 | 8.4 700
oa ] [ 10 | 76 | o6 550
Requisitos 400 600 500 1o
1500
Planta Almacen Capacidad
A B C
Pl - 400 89 9.0 84] 700-400 = 300
Py . 10 7.6 9.6 800
Requisitos —460— 600 500 1500
1500




Planta Almacen Capacidad
A B C
Pl a00 L8L] 2.0 84 300
P2 10 7.6 9.6 -
Requisitos —406— 600 500 1500
1500
Planta Almacen Capacidad
A B c
P2 - >< 10 7.6 9.6 -
Requisitos —88— 600 - 300 =300 500 1500
1500
Planta Almacen Capacidad
A _ B c
Pl - \400 ARS 300 0 841  -—see-
py— >< 10| 7.6 9.6 800
Requisitos / —499—\ 600 - 300 = 300 500 1500
1500




Almacen

Planta Capacidad
A B8 c
P1- \400 8 300 0 84 36—
P2 10 300 > .6 9.6] 800 - 300 = 500
Requisitos —4-99—\ 600~ 300%.\ 500 1500
| 1500
Planta Almacoen Ca
A B c
P1- 400 8.0 300 9.0 B4 700
P2 of 300 LZ& 500 L28 a0
Requisitos 400 600 500 1500
1500
Planta Almacen Capacldad
A 8 c
P1: \400 g 300 0 841  -—see—
P2 b X 10 300 / .6 500 9.6 —E3e—
Requisitos —499—\ 600~ 300§\ 500 1500
J 1500

F.O.=400*8 + 300*9 + 300*7.6 + 50079.6 = 12980




3.4.2. SOLUCION CON SOFT WARE WINQSB

& WinQs8
[T Acceptance Sampling Analysis
#7 Aggregate Planning

ok - Network

[ Facility Location and Layout

(7 Forecasting and Linear Regression oo ?
ek Model

[*7 Inventory Theory and System ' 0 e lng
&7 Job Scheduling st

[¥7 Linear and Integer Programming
[ Markov Process O vgmion 2.00

%m% et - S Copyright © Yih-Long Chang
BNonlinurFmg ing

7 PERT_CPM |
87 Quedratic Programming Licensed to: Angel V

3 Quality Control Chart S DR Company: W
%7 Queuing Analysis Ange

3 Queuing System Simulation iy st blico
= Please wait while loading program

LE.';:: rProgremas y Srhives




File Edit Format Solveand Analyze ‘ol Utilites Window wmqss" Help

B | 8| &) F—[—F’V— F"l'f“[:'w g

Results

Utiities  Window WnQSB Help

Solvemdospby Steps - Network
Solve and Display Steps - Tableau
SelectInitial Selution Method

Performrn Whatlf Analysis

Perfom Parametric Analyus




SOLUCION DEL PPL CON WINQSB

File Format Results Utilities Window HMelp

i HA]EEE’DIIEI m_m

0721:2022]  Fiom To | Shipment | Unit Cost | TotalCost | Reduced Cost
1 Source 1 Destination 1 400 8 3200 0
2 Source 1 Destination 3 300 m 8.40 2520 0
3 Source 2 Destination 2 600 7.60 4560 0
4 Soutce 2 Destination 3 200 9.60 1.920.00 0
I Total Objective Function Value = 12200

INTERPRETACION DE RESULTADOS

File Format Result: Utities Window Help

fodA=]=]=]01=] - o] i[O 2]
To | Shipment | UnitCost | Total Cost | Reduced Cost
1 Source 1 Destination 1 400 8 3200 0
2 Source 1 Destination 3 300 b 840 2520 0
i | Source 2 Destination 2 600 7.60 4560 0
4 Source 2 Destination 3 200 9.60 1.920.00 0
Total Objective Function Value = 12200

Transportar de P1 al almacén A 400 u T —_—

Transportar de P1 alaimacénB QOu con esta solucion es de 12 200 pesos
Transportar de P1 al almacén C 300 u

Transportar de P2 al almacén A QOu

nsportar de P2 al almacén B 600 u
| almacén C 200 u



3.4.3. SOFT WARE SOLVER.

] BOIVETHTO
Archive Editar Resolver Configuracion Herramientas  Ayuda

= B34 | b~ 18

Mo. de Variables: (6 “;I Mo. de Funciones Objetivo: |1 "‘;I Mo. de Restricciones: |5 :I

Vanablex
x1 [u2 [x3 (x4 (x5 | 11
Entera Entera Entera Entera Emntera Ertara | - |
Funcionex Objelivo
Fo1 o 9 (o4 10 [7E Mirimizarz [ = |
HH: ril:!:iunu:

R1 1 1 [1 o l [o (o i= Fo0
H2 8] 8] 8] 1 1 <= 800
R3 1 [u} [u} 1 [u} u] = 400
F4 u] 1 u] u] 1 ul = 00
AS o L L o o e= ||
Para P1 R«] X1 + X2 + X3£ TUD Para A R3 X1 + X4 :_} 400
Fara P2 RE: X4 + X5 + Xﬁﬂ 800 Para B R4 Xg + X5 = 600

NO NEGATIVIDAD Rg: X

Solucién OPTIMA: -12199

VYanables de decision: Yanables de holgura: Vanables de dualidad:
Mombre |Estado Valor Mombre |Estado Valor Mombre |Valor

x1 Basica 400 51 o Basica QU Y0

x2 No Basica 0 52 Basica 0 Y1 0

x3 Baszica 300 53 Mo Baszica 0 Y2 9.2

ud No Basica 0 54 No Basica 0 Y3 7.6

%5 Basica 600 S5 Ho Basica 0 Y4 9.6

#b Basica 200

Transportar de P1 al almacén A 400 u F.0- El costo minimo de transportacion
Transportar de P1 al almacén B Ou con esta solucion es de $12 199
Transportar de P1 al almacen C 300 u
Transportar de P2 al almacén A Ou

: de P2 al almacen B 600 u
ar ¢ aacen C 200 u




3.5. PROBLEMAS DE ASIGNACION,

El problema de asignacion es un caso particular del problema de
transporte y constituyen la clase mas sencilla de los problemas
lineales, consiste en encontrar la forma de asignar ciertos recursos
disponibles (maquinas o personas) para la realizacion de
determinadas tareas al menor coste o0 mayor beneficio, suponiendo
gque cada recurso se destina a una tarea, y que cada tarea es
ejecutada por uno solo de los recursos

El modelo se puede aplicar a la asignacion de empleados a tareas,
de fabricas a productos, de vendedores a territorios. etc

E1 . [ ] TareaA
E2 (O. "] TareaB
s @ [ TareaC

Los problemas de asignacion presentan una estructura
similar a los de transporte, pero con dos diferencias:
asocian igual numero de origenes con igual numero de
demandas y las ofertas en cada origen es de valor uno,
como lo es la demanda en cada destino.

La restriccion importante para cada agente es que sera

asignado a una sola tarea.



Diferencias con el Modelo de Transporte y Asignacion

* En el problema de transporte existen
destinos, y el flujo se realiza desde un origen hacia cada

uno de los diferentes destinos.

P1 @

origenesy

—1 A

_f

{1 B
P2 .————-:l C

*En los problemas de asignacion las ofertas en cada
origen es de valor uno, como lo es la demanda en
cada destino; una gran diferencia con respecto a los

problemas de transporte.

m

3.5.1. PROBLEMAS DE ASIGNACION DE TAREAS

E1@_

; Tarea A

En un departamento de una Universidad se desea definir la carga docente de 3 profesores: 4,B,C,. = . Cada
uno debe dictar 1 asignaturas de un conjunto de 3. Cada profesor define su grado de preferencia para dictar un
curso determinado con un nimero del 1 al 10, segun se ilustra en la tabla siguiente, colocando un 0 en la

asignatura que no puede dictar.

A B C
Optimizacion 1 10 0 10
Optimizacion 2 9 2 10
Simulacion 10 8 8




v' Variables de decision

XU-—

b

3 profesores » i=12y3

3asignaturas » j=1,2y3

v Funcion objetivo

A B C
Optimizacion 1 10 0 10
Optimizacion 2 9 2 10
Simulacion 10 8 8
A B C
Optimizacion 1 Xy | Xa | X7
Optimizacion 2 X2 | X5 | Xs

.Simuladén X3 | X6 | Xo |

_ | 1,siel profesor i Sl se asigna a la asignatura j
0,siel profesor i NO se asigna a la asignatura j

9 VAR‘AB\'ES

Maximizar
z=10x1 +9x2 + 10X 5

+0x, +2xs + 8Xe
+10X; + 10Xz +8X,




v" Restricciones

Cada profesor debe ser asignado a 1 asignaturas

ProfesorA [ x; +X, +2x3 .

ProfesorB | X4 tX5 +X¢ = 1 Zx,-j =1 i=12y3
- Jj=1
Profesor C S R
3 RESTRICCIONES

v" Restricciones

Cada asignatura debe ser asignada exactamente a UN profesor

Asignatura 1 X +Xs+x; =1

Asignatura 2 X2 +Xxs +xs =1

Asignatura 3 X3 +Xs +x9

H solverdro - ] X
Archive  Editar  Resolver Configuracion  Herramientzs  Ayuda
LI BI@
Ho. de Wanahles: Ho._ de Funciones Objpetro: Ho. de Restricciones:
Variables =
wl %2 | x3 |:w4 ¥ 16 b
Ertera Enteia Ent=ia E| Ertera Entzia Entera Entera [E

Funciones Objetivo s
FO1 0 9 1 0 2 g 1 Maiinzaz | |
FS

Restricciones

Ri 1 1 i N
R2 1 1 1 =
R3 1 =
R4 1 1 1 E
RS 1 1 R
RE I 1 - [




Archivo Editar Fesclver Configuracion Hemmamientas Ayuda

D@BEE k-1

44] Lista de Solucién =N E=H =
Solucian DOPTIMA: 28

Yanables de decision: Yanables de holgura: Yanables de duahdad:
Nombre [Estado  |valor | [Nombre  |Estade  |valor | |Nombre  |valos

Dm o — ——
¥ No Basica O

»3 Ho Basica 0

x4 No Basica 0

x5 Basica o

- Basica 1

F Basica O Ik

X x8 Basica 1

=9 Mo Basica 0
RESPUESTA:

EL PROFESOR A IMPARTE LA ASIGNATURA OPTIMIZACION 1
EL PROFESOR B IMPARTE LA ASIGNATURA SIMULACION

EL PROFESOR C IMPARTE LA ASIGNATURA OPTIMIZACION 2

3.5.2. PROBLEMAS DE ASIGNACION DE CAPITAL

Un coordinador de proyecto dispone de $14000 para invertir en un
conjunto de proyectos. Existen 4 proyectos de inversién cuya
informacién de costo-beneficio se muestra en la tabla

Costo de inversion Beneficio
AL [miles $] [miles $)

Proyecto 1 5 16
Proyecto 2 7 22
Proyecto 3 4 22
Proyecto 4 3 8

En cual(es) deberia invertir para que la empresa obtenga el mayor
: ondémico



Presupuesto: $14.000

Costo de

PROYECTO inversion Sl
[miles $] [mles 5]
Proyecto 1 5 16
Proyecto 2 7 22
Proyecto 3 4 12
Proyecto 4 3 8

Maximizar z = 16x, + 22x, + 12x, + 8x,

Sxy +7x, +4x3+3x, <14
Xy, X2, X3,X4 € {0,1}

Sujeto a

g1seAlnn -

Empleando la Apk para = Nuevo

teléfonos moviles ,

Variables Restricciones
5 6
HILP £ Vaobes
| Numero Nombre Tipo
| ~
1 X1 Binaria v
MILP Solver '
| 2 X2 Binaria v
3 X3 Binaria v
4 X4 Binaria v

- =,



goaAamnnomnm -

< Modelo

\ {
Binarla = 1 X1 X
2 b ¥ Binaria - 2 1 X2
3 X3 Binaria - 3 X1 X2 %3
4 x4 Binaria . 4 X1 X2 X3
0 i - o -
GENERAR SIGUIENTE
@ L @ Q B @

125334 1516)71859%0
qiwielrjitiyjujijoip
afsidifilaglbh]l )ikl

& z xcvbnm @

Im ; Copotel 1 = 0

BEE O ABMAN - ® & bhnE EE2 O ANNN -

<  Modelo i ¢ Solucién

R/ Los proyectos que

o N 5 se podrian invertir son
#__o 0 i “ - enel2, 3,y 4, donde el
_ = e monto de la inversién

® es de $14 000 y reporta
12 3 @ un beneficio maximo de
4 o 6 Sig $42 OOU
7 8 9 =

I 0




3.8. PROBLEMAS DE LA MOCHILA

Problema de la mochila
(Knapsack)

Trata de un transportista que dispone de un vehiculo con
capacidad volumétrica de transporte b, en el que puede alojar
diferentes objetos x; de volumenes a; y valores econémicos
¢j, y desea maximizar el valor de lo transportado en cada
viaje.
|-

Se requiere cargar un camion que tiene una capacidad de 60 toneladas con 5

articulos cuyos pesos en toneladas y valores econdomicos en miles de S se
muestran en la tabla siguiente

ARTiCULO 1 2 3 4 5
PESO 42 23 21 15 7
VALOR 100 60 70 15 15

¢Cudles articulos deben seleccionarse para maximizar el beneficio de lo
;J L
transportado por el camion?



Variables de decision

_ ) 1,siel articulo se selecciona
} 10, st el articulo no se selecciona

J L Funcion objetivo
ARTICULO 1 2 3 4 5
| | VALOR 100 | 60 70 15 15
B Maximizar z = 100x; + 60x; + 70x3 + 15x; + 15x5
ARTiCULO 1 2 3 4 5
PESO 42 23 21 15 7
VALOR 100 60 70 15 15
Restricciones

Capacidad del camion es 60 toneladas

421’1 + 23x2 + 21x3 + 151'4 + 71‘5 E qg

7

Maximizar z = 100x; + 60x, + 70x3 + 15x4 + 15x5

42x1 + 23x2 + ZIX3 + 15x4 + 7x5 < 60

Sujetoa % €{0,1}j=1,..,5

5




Maximizar z = 100x; + 60x, + 70x3 + 15x4 + 15x5

4211 -+ 23x2 r 21.1'3 + 15.I4 + ?Is <60
x€{0,1},j=1,..,5

Archivo Editar Resolver Configuracion Heramientas Ayuda

D B<E |k~

Sujeto a

¥ x? #3 4 ]uﬁ
D1 01 iy 0 o1 =
Funciones Objetivo

FO1 100 ED 70 15 15 Mawmizar 2 | =

Al 42 2 21

A2 i 0 0

R3 o 1 o

R4 o o 1

RS 0 0 0

RE 0 0 0

4] Lista de Solucién ==
Solucion OPTIMA: 145
Yanables de decision: Variables de holgura: Yarniables de dualidad:
Mombre Estado Valor Hombie |Estado Walor MNombre |WValor
%1 Basica ] 51 1 Y0 ]
u2 Basica 1 S2 Basica 1 ¥1 0
x3 Basica 1 53 Mo Basica 0 Y2 B0
wd Basica 1 5S4 Mo Basica 0 Y3 70
x5 Mo Baszica 0 S5 Mo Basica 0 Y4 15
S6 Basica 1 Y5 0

El camidn debe transportar los articulos 2, 3, 4 con un peso
total de 59 ton. y una ganancia de $145. Otra solucion puede
ser transportar los 2,3 y 4 con un peso de 51 ton. igual valor

‘& de $145



3.9. COSTOS FIJOS.
Una panaderia dispone de cuatro hornos para producir barras de pan.

El costo diario por el funcionamiento de cada uno de los hornos es de $80, $100, $85 y $90,

respectivamente.
Cada horno es capaz de hornear un maximo de 1500, 2000, 1800 y 1700 barras de pan al dia.
Para cada horno el costo de hornear una barra de pan es de 30, 25, 28 y 32 centavos de dolar.

La demanda diaria es de 3000 barras de pan.

Plantee un modelo que permita determinar cuales hornos deben encenderse y cuantas

barras de pan tienen que hacerse en cada uno de ellos para minimizar el costo total.

O @ 6 O

a é d a

Encendido: 80 € 85 € 90 €
Capacidad: 1500 2999 1800 1700

T T

Coste: 30 cts/barra 25 cts/barra 28 cts/barra 32 cts/barra

v" Variables de decision

x; = Numero de barras de pan horneadas en el horno i
xi 2 0yentera (X1, Xz, X3, Xa)

1,si el horno i esta operando

0,si el horno i esti apagado (Y1, Y2, Y3, Y4)

-



v Funcidn objetivo

| costo diario por el funcionamiento de cada uno de los hornos es de 580, $100, $85 y $90, respectivamente.

®ara cada horno el costo de hornear una barra de pan esde 30, 25, 28 y 3'2 centavos de délar.

¥

Minimizar z =(0.30x, + 0.25x, + 0.28x; + 0.32x,1+(80y, + 100y, + 85y, + 90y,)
Costo Variable costo fijo

v" Restricciones

La demanda diaria es de 3000 barras de pan.
L x,+x2+13+x‘=3000

Cada horno es capaz de hornear un méaximo de 1500, 2000, 1800 y 1700 barras de

pan al dia. I 9,20
—

xy = 0,si el horno 1 estd apagado
L {x, < 1500, si el 1 esta encendido ’ X1 < 1500y,
' Y x,-lSOOyg=0




Modelo matematico

min 80y; + 100y + 85y3 + 90y4 + 0.3x1 + 0.25x2 + 0.28x3 + 0.32x4
(X1 + X2 + x3 + x4 = 3000

x1 —1500y; <0

x2 —2000y2 <0

x3 — 1800y3 < 0

xg — 1700y <0

X1, X2,X3,X4 = 0

s.a. §

X1, X2,X3,X4 € Z

3.10. FORMULACION DE ALGUNAS RESTRICCIONES

Si al problema anterior le agregaramos las
siguientes restricciones

‘ X1+ X2+ X3+ X4 <2

Si la empresa invierte en el proyecto 2
también debe invertir en el proyecto 1

h Implicacion A —» B

Si x, = 0 entonces x; = {(1) X2 | X1

-Si X, = lentoncesx; =1 »

La empresa puede intervenir como
maximo en dos proyectos

== O |O

r
"» Xy < X3

X

v

=lo|lm»|o




S Las variables son
Siinvierte en el proyecto 1 no puede
e P B mutuamente
hacerlo en el 4

excluyentes

Solo se puede invertir en el proyecto 3
si se invierteen 16 2

L

Requerimientos logicos considerados

(1) Implicacion 1 — 2

GENERALIZACION
(1020..n)—m
L X1 < X3

L Xy + X3+ + X, < X,

(2) Disyuncion e implicacion (102) = 3

L Xy + X3 < 2x3

Requerimientos logicos adicionales

(3) Implicacién y disyuncién 1 = (2 0 3)

L GENERALIZACION

m—(1020..0n)

L,

'4) Conjuncién e implicacion (1y2) — 3

O s e




Requerimientos logicos adicionales

(5) Implicacién y conjuncién 1 — (2y3)

L 2.1'1 S X2+ X3

GENERALIZACION
m-=(ly2y.yn)

L Ny S Xy + X2 4+ X,




CARRERA INGENIERIA INDUSTRIAL
ASIGNATURA: INVESTIGACION DE OPERACIONES | Afo: 4to.
Tema 4. Optimizacion de Redes.

4.1. Introduccioén.
4.2. Terminologia de Redes.
4.3. Problemas de la Ruta Mas Corta.
4.3.1. Algoritmo de DIJKSTRA para determinar la ruta mas corta.
4.3.2. Método de Programacién Lineal para problemas de ruta mas corta con WINQSB
4.4. Problema del Arbol de Expansién Minima.
4.4.1. Algoritmo de PRIM para la solucion de problemas del Arbol de Expansion Minima.

4.4.2. Método de Programacién Lineal parala solucién de problemas del Arbol de Expansion
Minima.

4.5. Problemas del Flujo Maximo.

4.5.1. Algoritmo de Trayectoria Aumentada para problemas de flujo méaximo
4.5.2. Método de Programacion Lineal para problemas de flujo maximo
Objetivos: Que el alumno se capaz de:

e Construir y resolver modelos de optimizacion de redes, representativos de distintas
situaciones utilizando diferentes algoritmos, modelos de PL y con el empleo de la herramientas
informéaticas WINQSB, interpretando sus salidas.

Método: Expositivo.
Medios: Tizay pizarra, Libro de texto, MDD, PV.
Tipo de clase: Conferencia

Bibliografia: introduccion a la Investigacion de Operaciones.
Materiales Didacticos Digitales entregados por el profesor.
DESARROLLO

4.1. INTRODUCCION.

Los problemas de redes surgen en una gran variedad de situaciones. Las redes de transporte, eléctricas
y de comunicaciones predominan en la vida diaria. La representacion de redes se utiliza de manera amplia
en areas tan diversas como produccion, distribucion, planeacion de proyectos, localizacion de
instalaciones, administracion de recursos y planeacion financiera, por mencionar solo algunos ejemplos.
En realidad, una representacion de redes proporciona un poderoso apoyo
visual y conceptual para mostrar las relaciones entre las componente Muchos modelos de optimizacion

de redes son en realidad tipos especiales de problemas de

programacion lineal. Por ejemplo, tanto el problema de transporte como el de asignacion, que se
presentaron en el capitulo anterior, pertenecen a esta categoria debido a su representacion mediante una
red que se mostré en la asignatura 1.0 1.

En este Tema 3 se presentara una introduccion a cinco tipos importantes de problemas de redes:

o Problema de laruta més corta,



Problema del arbol de minima expansion.
Problema del flujo maximo.
Problema del flujo de costo minimo.

Problema del modo méas econémico de realizar un proyecto.
Técnica CPM de trueque entre tiempo y costo

0O O O O O

EJEMPLO PROTOTIPICO

El siguiente grafico representa un parque donde O es la entrada al parque; las otras letras representan la
localizacion de las casetas de los guardabosques y otras instalaciones de servicio. Los nimeros son las
distancias en km de estos caminos accidentados. El parque contiene un mirador a un hermoso paisaje
en la estacion T. Unas cuantas camionetas transportan a los visitantes desde la entrada a la estacion T
y viceversa

En este momento la administracion del parque se enfrenta a tres problemas.

1. El primer problema es determinar qué ruta, desde la entrada del parque a la estacién T, es la que
representa la distancia total mas corta para la operacion de los tranvias. (Este es un ejemplo del
problema de la ruta mas corta).

2. El segundo problema consiste en que deben instalarse lineas telefénicas subterraneas para establecer
comunicacién entre todas las estaciones, incluso la entrada. Debido a que la instalacién es cara y perturba
la ecologia, se deben instalar lineas que sigan solo los caminos necesarios para obtener comunicacion
entre cualquier par de estaciones. La pregunta es por dénde deben tenderse las lineas para lograr este
objetivo con el minimo ndmero total de millas de cable instalado. (Este es un ejemplo del problema del
arbol de minima expansién)

3. El tercer problema se refiere a que, durante la temporada pico, hay mas personas que quieren tomar
un tranvia a la estacion T que aquellas a las que se les puede dar servicio. Para evitar la perturbacién
indebida de la ecologia y de la vida silvestre de la regidn, se ha impuesto un racionamiento estricto al
namero de viajes al dia que pueden hacer los tranvias en cada camino. Estos limites difieren segun los
caminos, de esta forma, durante la temporada pico, se pueden seguir varias rutas, sin tomar en cuenta la
distancia, para aumentar el nUmero de viajes de tranvia diarios. La pregunta es cdmo planear las rutas
de los distintos viajes, de manera que se maximice el nimero total de viajes que se pueden hacer al dia,
sin violar los

limites impuestos sobre cada camino. (Este es un ejemplo del problema de flujo maximo)

4.2. TERMINOLOGIA DE REDES

Una red consiste en un conjunto de puntos y un conjunto de lineas que unen ciertos pares de puntos. Los
puntos se llaman nodos (o vértices); por ejemplo, la red de la figura anterior tiene siete nodos que son
representados por siete circulos.

Las lineas se llaman arcos (o ligaduras, aristas o ramas); esta red tiene 12 arcos que corresponden a los
12 caminos del sistema del parque.



Los arcos se etiquetan al dar el nombre de los nodos en sus puntos terminales; por ejemplo, AB es el
arco entre los nodos Ay B.

Si el flujo a través de un arco se permite sélo en una direccion —como en una calle de un sentido—, se
dice que el arco es un arco dirigido. La direccion se indica al agregar una cabeza de flecha al final de la
linea que representa el arco. Cuando se etiqueta un arco dirigido con el nombre de los nodos que unen,
siempre se pone primero el nodo de donde viene y después el nodo hacia donde va, esto es, un arco
dirigido del nodo A al nodo B debe etiquetarse como AB y no como BA. Otra manera de etiquetarlo es A
— B.

Si el flujo a través de un arco se permite en ambas direcciones —como una tuberia que se puede usar
para bombear fluido en ambas direcciones, se dice que el arco es un arco no dirigido. Para ayudar a
distinguir entre los dos tipos de arcos, con frecuencia se hara referencia a los arcos no dirigidos con el
sugestivo nombre de ligadura.

Una red que tiene sdlo arcos dirigidos se llama red dirigida. De igual manera, si todos sus arcos son no
dirigidos, se dice que se trata de una red no dirigida

Componentes de redes representativas

Nodos Arcos Flujo

Ciudades Carreteras Vehiculos

Aeropuertos Lineas aéreas Aviones

Estaciones de bombeo Tuberias Fluidos

Centros de trabajo Rutas de manejo de | Trabajos
materiales

Una trayectoria entre dos nodos es una sucesion de arcos distintos que conectan
estos nodos. Por ejemplo, una de las trayectorias que conectan a los nodos Oy T enlafigura 9.1 es
la sucesion de arcos OB-BD-DT(O— B— D — T),

Un ciclo es una trayectoria que comienza y termina en el mismo nodo. En una red dirigida, un

ciclo puede ser dirigido o no dirigido, segun la trayectoria en cuestién sea dirigida o no dirigida.

(Como una trayectoria dirigida también es no dirigida, un ciclo dirigido es un ciclo no dirigido, pero

en general el inverso no es cierto.) Por ejemplo, en la figura siguiente, DE-ED es un ciclo dirigido. Por el contrario, AB—BC-
AC no es un ciclo dirigido puesto que la direccion del arco AC es opuesta a la de los arcos AB y BC. Por otro lado, AB-BC-

AC no es un ciclo dirigido
A) g

Se dice que dos nodos estan conectados si la red contiene al menos una trayectoria no dirigida entre
ellos. (Observe que no es necesario que la trayectoria sea dirigida aun cuando la red sea dirigida.) Una
red conexa es una red en la que cada par de nodos esta conectado. Entonces, las redes de las figuras
son ambas conexas. La ultima red no seria conexa si se eliminaran los arcos AD y CE.

Arbol de expansion, es una red conexa de los n nodos que contienen ciclos no dirigidos. Todo arbol de
expansion tiene exactamente n —1 arcos, puesto que éste es el nUumero minimo de arcos necesario para
tener una red conexa y el maximo namero posible para que no haya ciclos no dirigidos.



Por ultimo, sera necesario introducir terminologia adicional sobre los flujos en redes. La cantidad maxima
de flujo (quizas infinito) que puede circular en un arco dirigido se conoce como capacidad del arco. Entre
los nodos se pueden distinguir aquellos que son generadores netos de flujo, absolvedores netos de flujo
0 ninguno de los dos. Un nodo fuente o nodo origen tiene la propiedad de que el flujo que sale del nodo
supera al que entra a él. El caso inverso es un nodo demanda (o0 nodo destino), donde el flujo que llega
excede al que sale de él. Un nodo de trasbordo (o intermedio) satisface la conservacién del flujo, es
decir, el flujo que entra es igual al que sale

4.3. PROBLEMA DE LA RUTA MAS CORTA

Considere una red conexa y no dirigida con dos nodos especiales llamados origen y destino. A cada
ligadura (arco no dirigido) se asocia una distancia no negativa. El objetivo es encontrar la ruta més corta,
la trayectoria con la minima distancia total del origen al destino.

Se dispone de un algoritmo relativamente sencillo para manejar este problema. La esencia del
procedimiento es que analiza toda la red a partir del origen; identifica de manera sucesiva la ruta mas
corta a cada uno de los nodos en orden ascendente de sus distancias (mas cortas), desde el origen; el
problema queda resuelto en el momento de llegar al nodo destino.

Problemas de aplicacion de la ruta més corta.

1. Minimizar la distancia total recorrida, como en el ejemplo de Parque.
2. Minimizar el costo total de una secuencia de actividades.
3. Minimizar el tiempo total de una secuencia de actividades.

Incluso, es posible que los tres tipos coexistan en el mismo problema. Por ejemplo, suponga que se desea
encontrar la mejor ruta de un lugar a otro a través de cierto numero de lugares intermedios.

En este tipo de casos se tiene la opcion de definir la mejor ruta como la que minimiza la distancia total
recorrida, la que minimiza el costo total en el que se incurre o la que minimiza el tiempo total que se
requiere.

METODOS DE RESOLUCION

e Algoritmo de DIJKSTRA.
e Programacion Lineal (PL)

4.3.1. ALGORITMO DE DIJKSTRA PARA DETERMINAR LA RUTA MAS CORTA

EJEMPLO 1 Determine la ruta mas corta entre los nodos 1y 6 de la siguiente red
no direccionada

Se crean etiquetas a cada nodo que pueden ser temporales o permanentes, con el siguiente formato:

(a, b) donde “a@” es la distancia acumulada hasta el nodo y “b” el nodo predecesor

1. Comenzar etiquetando el primer nodo de la red, su distancia es cero y no tiene precedente



2. A partir de este nodo se ramificar hacia afuera y a cada nodo de la red se le asigna una etiqueta
temporal para cada distancia y nodo precedente.

(4.1] (7.1] l7.§] (6. 5)

(3.1]

3. Se selecciona de cada nodo la etiqueta temporal menor y se convierte en la etiqueta permanente

(4.1] (A1] [7A2] (6. 5)

[3,1] [5,2] [6,3] [8,4]

Se repiten los pasos hasta que todas las etiquetas sean permanentes



(3,1] [5.2]

Ahora se puede determinar la ruta mas corta comenzando por el nodo destino: del nodo 6 al
nodo 4; del nodo 4 al nodo 5; del nodo 5 al nodo 2 y de este al nodo 1 quedando la ruta mas corta de la
siguiente maneta

R/ Nodo 1 al nodo 2, al nodo 5 al nodo 4y al nodo 6 con una distancia de 7 km

2+1+1*1=7km

4.3.2. METODO DE PROGRAMACION LINEAL PARA PROBLEMAS DE LA RUTA MAS CORTA CON
WINQSB

EJEMPLO 2. Determinar la ruta mas corta entre los nodos 1y 6 de la siguiente red direccionada




Definicion de las variables

Xij: distancia desde el nodo i hasta el nodo j

Funcién objetivo

Min Z = 4X12 + 3X13 + 7X14 + 3X24 + Xo5 + 3X35 + X5 +Xa6 + 4X56

Sujeto a las restricciones

(Se debe equilibrar los nodos, lo que entra es igual a lo que sale, se adiciona ficticiamente una entrada
de 1 al nodo 1 y una salida de 1 al nodo 6)

Restriccion 1 1=Xi2+ X13+ X14 X2+ X3+ Xua=1
Restriccion 2 X12 = X24+ Xzs X12—X24 — X25=0
Restriccion 3 X13= X35 X13—X35=0
Restriccion 4 X1a+ X24 = Xas+ Xae X1a + X24— Xas— Xas =0
Restriccion 5 X25+ X35+ Xa5 = Xsg Xa25+ X35+ Xas — Xs6 = 0
Restriccion 6 Xag+ Xse=1 Xag+ Xs6= 1

No negatividad Xij=0

Una vez formulado el modelo de Programacion Lineal se emplea el paquete WINQSB

1. Desde el paguete WINQSB se selecciona la opcion Network Modeling

HAcceptance Sampling Analysis
ﬂAggregate Planning
ﬁDecision Analysis

%Dynamic Programming
EFacility Location and Layout

H Forecasting and Linear Regression
E@Goal Programming

‘,@ Inventory Theory and System
£5Job Scheduling

F,ﬂ Linear and Integer Programming
@MarKov Process

P,"‘E]Material Requirements Planning
5 Network Modelin

EgNonlinear Prograj’i}ning

%] Quadratic Programming

%8 Quality Control Chart

T3 Queuing Analysis



2. Se selecciona un nuevo archivo.

3. Se especifica el tipo del problema, en este caso Ruta Mas Corta; el formato de los datos, el titulo; la
cantidad de nodos.

File  Help

el | -

OO R0

O Mi

4. Se introducen los datos.

File Edit Format Solveand Analyze FResults Utilities Window WinQSB  Help

HEFECIBEEIRNEEEEEE n] [::]O] 2]

5. Se completa la matriz de datos con los valores de las distancias entre cada nodo.

(Nota: si no hay arco o ligadura entre dos nodos, se deja en blanco o se pone m en la celda
correspondiente)

File Edit Format Solveand Analyze Results Utilities Window WinQSB Help

BEFEFREEIENEEENE B E R NmeER




5%) Posteriormente se especifican el nodo de inicio y final

B EE Select Start arg End Nodes
| M Shortest

i
1
i

0:C

“mono>-=]0

Solve and Display Steps

H I .-‘muﬂ->=

HHQ

6. Se obtienen los resultados y se interpretan.

[£81] Network Modeling
File Format Results Utilities Window Help

1. Solution for Shortest Path Problem 1

09-01-2024 From | To | Di /Cost [ Ci
Nodel Node2 4

Node2 Noded

Node 4 Node § 1

o~ a2

- N =

From Nodel To Nodeb
From Nodel To Node2
From Nodel To Node3
From Nodel To Noded
From Nodel To Node5

wowow
[ IENIR IR

Solucién

La Ruta Mas Corta es del nodo 1, al nodo 2, al nodo 4, al nodo 6 con un recorrido de respectivo de 4 + 3
+1=8km.

4.4. PROBLEMA DEL ARBOL DE EXPANSION.

El problema del arbol de expansion minima tiene algunas similitudes con el problema de la ruta més corta
gue se presento en la seccion anterior. Que se puede resumir segun la siguiente tabla.

PROBLEMA DE LA RUTA MAS | PROBLEMA DEL ARBOL DE
CORTA EXPANSION MINIMA

En ambos casos se considera una red no dirigida y conexa

La informacién dada incluye alguna medida de distancia, costo, tiempo, etc.
asociada con cada ligadura

Los dos problemas involucran también el hecho de seleccionar un conjunto de
ligaduras con la longitud total mas corta

Las ligadura seleccionada debe | Las ligaduras seleccionadas deben

proporcionar la trayectoria minima que | Proporcionar la trayectoria minima que
conecte el origen y el destino conecte a todos los nodos entre entre si.

El Problema del Arbol de expansion Minima se puede resumir asi:



1. Se tienen los nodos de una red pero no las ligaduras. En su lugar se proporcionan las ligaduras
potenciales y la longitud positiva de cada una si se insertan en la red. (Las medidas alternativas para la
longitud de una ligadura incluyen distancia, costo y tiempo.)

2. Si tiene n nodos debe tener (n-1) ligaduras para satisfacer el requisito de que haya un camino entre
cada par de nodos y no tener ciclos,

3. El objetivo es satisfacer este requisito de manera que se minimice la longitud total de las ligaduras
insertadas en la red.

Ejemplo de redes

/"\I

(A __ a) este caso no es un arbol de expansion porque los nodos

/\ 'f.\ 0O,A,B,C, no se conectan con los nodos D.E,F

p
l\-f\ '\33'
a)
(A) — b) no es un arbol de expansion porque O, A,B, C, forman un ciclo y
\ ) D, E, T forman otro ciclo, ademas tiene 6 ligaduras, una de mas
/'- -
LQ ( B\|
'xg"/

b)

c) Si es un arbol de expansion

Algunas aplicaciones
A continuacion se proporciona una lista de algunos tipos importantes de aplicaciones de este problema.

1. Disefio de redes de telecomunicacion (redes de fibra dptica, de computadoras, telefénicas, de television
por cable, etcétera).

2. Disefio de redes de transporte para minimizar el costo total de proporcionar las ligaduras (vias
ferroviarias, carreteras, etcétera).

3. Disefio de una red de lineas de transmisién de energia eléctrica de alto voltaje.

4. Disefio de una red de cableado de equipo eléctrico —como sistemas de coOmputo para minimizar la
longitud total de cable.

5. Disefio de una red de tuberias para conectar varias localidades

4.4.1. ALGORITMO DE PRIM PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA DEL ARBOL DE EXPANSION
MINIMA.

EJEMPLO 3. Una pequeia escuela dispone de 5 computadoras, la distancia en metros de cada
equipo se muestra en la siguiente figura.



¢, Cual es la longitud de cable minima para conectar todas las computadoras?

1. Comenzar con cualquier nodo y unir a este el nodo mas cercano. Comenzando por el nodo 4 el mas
cercano es el nodo 5.

2. Los dos nodos forman ahora un conjunto conectados y el resto de los nodos un conjunto desconectado.

3. Elegir el nodo desconectado mas cercano al conjunto conectado y agregarlo al conjunto conectado. El
nodo desconectado mas cercano al conjunto conectado 4, 5 es el 1 y se agrega al conjunto conectado.

4. Se repite el algoritmo hasta conectar todos los nodos sin ciclos.

El nodo desconectado mas cercano al conjunto conectado 4, 5, 1 es el nodo 2 y se agrega al conjunto
conectado




El nodo desconectado mas cercano al conjunto conectado 4, 5, 1, 2 sin formar un ciclo es el 3y se agrega
al conjunto conectado.

R/ Arbol de expansion minimo: 45, 51, 12, 53, con una extensién de
4+2+1+42 =9m

4.4.2.’METODO DE PROGR,AMA,CION LINEAL CON WINQSB PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS
DEL ARBOL DE EXPANSION MINIMA.

1. Desde el paguete WINQSB se selecciona la opcion Network Modeling

ﬂAcceptance Sampling Analysis
ﬁAggregate Planning

B Decision Analysis

@Dynamic Programming

E Facility Location and Layout
HForecasting and Linear Regression
E@Goal Programming

@ Inventory Theory and System
£3Job Scheduling

Eﬂ Linear and Integer Programming
@MarKov Process

P;.;_‘]Material Requirements Planning
E@Network Modelin

gNonlinear Prograi’}ﬂng
E%]Quadratic Programming

8 Quality Control Chart

T4 Queuing Analysis

2. Se selecciona un nuevo archivo.

@ MNetwork Modeling
File Help

uﬂi&lﬁl 4] | 2] 2]

3. Se especifica el tipo del problema, en este caso el Arbol de Expansion Minima, el formato de los datos,
el titulo; la cantidad de nodos.

@ Network Modeling

F MET Problem Specification X
BE =
| Problem Type | Objective Criterion
) Network Flow ® Minimization
C Transportation Problem ) Maximization

) Assignment Problem
) Shortest Path Problem
) Maximal Flow Problem

" Data Entry Format
(® Spreadsheet Matiix Form

O Graphic Model Form

® Minimal Spanning Tree X Symmetric Arc Coefficients

O Traveling Salesman Problem [i.e.. both ways same cost]

Problem Title  [ARBOL DE EXPANSION |

Number of Nodes [5 |

oK | ‘ Cancel | | Help |




4. Se introducen los datos.

MNetwork Modeling
File Edit Format Solveand Analyze Utilities  Window WinQSB Help

BEFERPEEENEEENEER

L1 Minimal Spanning Tree Problem ARBOL DE EXPANSION
|Nodel : Nodel |

From \ To Nodel | MNode2 [ MNode3 | Hoded | MNodeS
Hodel

Mode?
Mode3
Hoded
Modeb

=

5. Se completa la matriz de datos con los valores de las distancias entre cada nodo.
(Nota: si no hay arco o ligadura entre dos nodos, se deja en blanco).

Se da Resolver
Metwork Modeling

File Edit Format Solve and Analyze Utilities Window WinQ5B Help
BEFERIREEIENEEENEE [t

L. Minimal Spanning Tree Problem ARBOL DE EXPANSIOM

Mode5 : Hoded [+

Fiom i To Model | HMode2 | MHode3 | HNoded |  HNodeS

MNodel

Node2 1

Hode3 3

Noded [ 5 4
— 5 5 g p—

6) Se obtienen los resultados y se interpretan.

La distancia minima para conectar todas las computadoras es de 9 m

Netwark Mude\ing File Results Utilities Window Help
File Format Resutts Utilities Window Help M@lﬁl IEIDI
=l=|= %, 1. Graphic Solution for Minimal Spanning Tree Problem ARBOL DE EXPANSION
Hé |||]||A===mlj ||@ﬁ rt 1 | 2 | 3 | 4 | H | ] | 7
11 Solution for Miniral Spanning Tree Problem ARBOL DE EXPANSIN :

09-17-2024 | From Node ‘ Connect To ‘ Distance.'Ensl| |Frnm Node | Connect To ‘ Distance/Cost !
1 ‘Node2  Nodel 1 3 Node5 | Noded [}
2 Node5  Noded 2 4 NodeS | Nodel 2

H
Totl ~ Minimal ~ Connected  Distance o Cost = ]

R/ Lared iriade 21, 53, 54, 51 con 9 m de longitud.

4.5. PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO.

Consiste en que, dada una red de nodos y arcos, estos ultimos con una capacidad determinada y con un
nodo origen (fuente) y un nodo destino (sumidero), se trata de hallar la cantidad maxima de flujo que
puede circular desde el nodo origen hasta el nodo destino de manera que el flujo individual de cada arco
no supere la capacidad del mismo

En términos generales, el problema de flujo maximo se puede describir de la siguiente manera.

1. Todo flujo a través de una red conexa dirigida se origina en un nodo, llamado origen, y termina en otro
nodo llamado destino. En el ejemplo anterior son O y T respectivamente

2. Los nodos restantes son nodos de trasbordo (A, B, C, Dy E).

3. Se permite el flujo a través de un arco so6lo en la direccion indicada por la flecha, donde la cantidad
maxima de flujo esta dada por la capacidad del arco. En el origen, todos los arcos sefalan hacia afuera.
En el destino, todos sefialan hacia el nodo.



4. El objetivo es maximizar la cantidad total de flujo del origen al destino. Esta cantidad se mide en
cualquiera de las dos maneras equivalentes, esto es, la cantidad que sale del origen o la cantidad que
entra al destino.

Algunas aplicaciones

A continuacion se mencionan algunos tipos de aplicaciones comunes del problema del flujo maximo.

1. Maximizar el flujo a través de la red de distribucion de una compafia desde sus fabricas hasta sus
clientes.

2. Maximizar el flujo a través de la red de suministros de una compafia de proveedores a las fabricas.

3. Maximizar el flujo de petroleo por un sistema de tuberias.

4. Maximizar el flujo de agua a través de un sistema de acueductos.

5. Maximizar el flujo de vehiculos por una red de transporte.

En algunas de estas aplicaciones, el flujo a través de la red se puede originar en mas de un nodo y
también puede terminar en mas de uno, aunque el problema de flujo maximo puede tener sélo un origen
y un destino. Por ejemplo, una red de distribucion de una compafia tiene varias fabricas y mdultiples
clientes. En este caso se recurre a una reformulacion ingeniosa para ajustar esta situacion al problema
de flujo maximo. Se trata de aumentar la red original para que incluya un origen ficticio, un destino ficticio
y algunos arcos nuevos. El origen ficticio se maneja como el nodo que da origen a todo el flujo que en
realidad se origina en algunos otros nodos. En cada uno de estos otros nodos se inserta un nuevo arco
gue va desde el origen ficticio hasta este nodo, donde la capacidad del arco es igual al flujo maximo que
se puede originar en este nodo. De manera similar, el destino ficticio se trata como el nodo que absorbe
todo el flujo que, en realidad, termina en algun otro nodo. Por lo tanto, se coloca un nuevo arco desde
cada uno de los otros nodos hasta el destino ficticio con capacidad igual al flujo maximo que en realidad
termina en este nodo. Debido a estos cambios, todos los nodos de la red original se convierten en nodos
de trasbordo para que la red aumentada tenga un solo origen (la fuente ficticia) y un solo destino (el
destino ficticio) y se ajuste al problema del flujo maximo.

~a("} 16 16
16 Pl / X k7 /
N < A e AN
N\ £ y
10 \'v / £ \\ : 10 —
' - J/ 1

Métodos de solucién:

e Algoritmo de Trayectoria Aumentada (Ford-Fulkerson).
e Método de Programacién Lineal.

4.5.1. ALGORITMO DE TRAYECTORIA AUMENTADA (FORD-FULKERSON). PARA PROBLEMAS
DE FLUJO MAXIMO

Sobresale tres conceptos basicos.

e Capacidad residual
e Red residual
e Trayectoria aumentada

EJEMPLO 4. Hallar el flujo maximo de agua que puede circular por la siguiente red.



1. Preparar la red colocando flechas en el sentido del flujo y se colocan cero las capacidades de todos
los nodos

2. Obtener una trayectoria de aumento, empleando el criterio de ir siempre por la trayectoria que
proporcione una mayor capacidad residual por cada nodo.

o QR4
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3. Determinar el flujo de la trayectoria de aumente que correspondera al valor minimo de las capacidades
residuales de los arcos que la forman.

1=Z=5=7

El flujo de la trayectoria
de aumentoes 4

v

Minimo (6,4,4) = 4 »

4. Actualizar la red. Se modifican las capacidades residuales de cada arco, asi como el flujo total



El flujo de la trayectoria de aumento es 4

5. Se repite el procedimiento desde el paso 2 hasta que no existan mas trayectorias de aumento.

2. Obtener una trayectoria de aumento, empleando el criterio de ir siempre por la trayectoria que
proporcione una mayor capacidad residual por cada nodo.

3. Determinar el flujo de la trayectoria de aumente que correspondera al valor minimo de las capacidades
residuales de los arcos que la forman.

1-3—26-7

Minimo {4,3,9} =3

4. Actualizar la red. Se modifican las capacidades residuales de cada arco, asi como el flujo total

2. Obtener una trayectoria de aumento, empleando el criterio de ir siempre por la trayectoria que
proporcione una mayor capacidad residual por cada nodo.

En este caso la trayectoria indicaria el nodo 1-2 pero vemos que esta trayectoria tiene nodos en que su
capacidad residual es cero (nodos colapsados 2,5) también sucede con la trayectoria con el nodo 1-3.
Solo queda la trayectoria por el nodo 1-4.



3. Determinar el flujo de la trayectoria de aumente que correspondera al valor minimo de las capacidades
residuales de los arcos que la forman.

Minimo | l,_4.6] = ]

4. Actualizar la red. Se modifican las capacidades residuales de cada arco, asi como el flujo total

Y Phl
@
1-4-26—7

Minimo {1,4,6} = 1

Como no quedan trayectorias aumentadas el resultado es

INICIO FIN

El flujo maximo
circula por la red es de
distribuido de esta
manera por cada arco.




4.5.2. METODO DE PROGRAMACION LINEAL PARA PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO

EJEMPLO 5. Una red muestra los caudales m?s de los colectores de la red de drenaje de
una pequefia ciudad. En tiempos de lluvia la capacidad de drenaje se ve sobrepasada y la ciudad

sufre inundaciones. Se propone ampliar el colector principal para evacuar eficientemente las
precipitaciones.

0.7
1.0 >

En este problema hay dos origenes cuando solo debe existir uno por cuanto es necesario crear un origen
ficticio como se muestra a continuacion.

By

Definicién de las variables

Xij: Flujo que circula desde el nodo i hasta el nodo j

Xo1, Xos, X12, X23, X24, X34, X49, Xs56, X57, X68, X78, X84, X89



Funcidén objetivo

Max Z = Xo1+Xos Maximizar la entrada o Max Z = Xa9+Xgo Maximizar la salida

Sujeto a restricciones

Ecuaciones de balance en los nodos de trasbordo

Nodo 1: Xo1 = X12 Nodo 5:  Xos = Xs6 + Xs7
Nodo 2:  Xi2 = X2z + Xo4 Nodo 6:  Xs6 = Xes

Nodo 3:  X23 = Xas Nodo 7:  Xs7 = Xrs

Nodo 4:  X2a+ Xza+ Xaa = Xag Nodo 8:  Xes+ X7g = Xaa + Xsg

Restricciones de capacidad

Xo1s1 X24<0.7 Xs57<0.5
Xos < 1.7 X32<0.5 Xes =1
X121 X914 X7es1
X23<0.5 Xse< 1.2 X84< 0.5
Xgo< 1.2

Restriccion de no negatividad

Xijz20 i=(0,1...9 y j=(1...9)

Una vez formulado el modelo de Programacién Lineal se emplea el paquete WINQSB

1. Desde el paquete WINQSB se selecciona la opcién Network Modeling

ﬂAcceptance Sampling Analysis
lﬂAggregate Planning
@Decision Analysis

@Dynamic Programming
lgl:atility Location and Layout
’Forecasting and Linear Regression
H,@Goal Programming

@ Inventory Theory and System
Eonb Scheduling

F,.ﬂ Linear and Integer Programming
',T{-]MarKov Process

F:\E]Material Requirements Planning
5 Network Modelin

@Nonlinear Prograrhing
E’.__':,']Quadratic Programming
ﬁQuality Control Chart

T3 Queuing Analysis

2. Se selecciona un nuevo archivo.



3. Se especifica el tipo del problema, en este caso Flujo Maximo; el formato de los datos, el titulo; la
cantidad de nodos.

File Help

flujo maximo 1

4. Se introducen los datos.
EnemorModeing

File Edit Format Solveand Analyze FResulfs  Utilities Window WinQSB  Help

5. Se edita y completa la matriz de datos con los valores de las distancias entre cada nodo, se resuelve
el problema

(Nota: si no hay arco o ligadura entre dos nodos, se deja en blanco o se pone m en la celda
correspondiente)



[589 Network Modeling
File Edit Format Solveand Analyze Utiities  Window  WinQSB  Help

£ Maximal Flow Problem flujo maximo 1
[8:9 [12 |

o5 e

5a) Se determinan los puntos de origen y destino

[559 Network Modeling

EE [ & Select Start and End Nodes

Click to select a start node

0.7
0.4

0.5
Solve and Display Steps

0
1
2
3
4
5
13
7
8
9

0

6. Se obtienen los resultados y se interpretan.

@ Metwork PModeling
File Format Results Litilities  Windows Help

=2 =7 o] A [E[=[=]01[=]

L1 Solution for Maximal Flow Problem flujo maximo 1
09-16-2024 From | To [Het Flow | [From [To |[Het Flow

1 [5] HE 1 a [ 1

2 o [ 1.5 a [ 7 05

2 1 2 1 10 [ a 1

4 2 = 0.2 11 7 a 05

5 2 4 o7 12 a 4 [ =

[ = 4 0.2 12 a a 1.2

7 4 a 1.2

Total MHet Flow From o To a9 = 250

Solucion: el flujo maximo de lared es de 2.5 y se obtienen los flujos de cada arco.

CONCLUSIONES:

e En este Tema 3 de Optimizacion de redes se define un conjunto de conceptos basicos como son el
de red, nodo, arcos, red dirigida y no dirigida, arco dirigido y no dirigido. Ademas se presenta una
introduccién a diferentes tipos importantes de problemas de redes:

o Problema de la ruta mas corta,
o Problema del arbol de minima expansion.
o Problema del flujo maximo.
Existen otros problemas que se abordaran en otro momento como son
o Problema del flujo de costo minimo.

o Problema del modo méas econdémico de realizar un proyecto.
e Se estudiaron diferentes algoritmos para estos problemas.

o DIJKSTRA para determinar la ruta mas corta
o Algoritmo de PRIM para la solucién de problemas del Arbol de Expansion Minima
o Algoritmo de Trayectoria Aumentada para problemas de flujo maximo.
e Se formularon los Modelos de Programacion Lineal (PL) para la solucion de estos problemas



ESTUDIO INDIVIDUAL.

El siguiente grafico representa un parque donde O es la entrada al parque; las otras letras representan la
localizacion de las casetas de los guardabosques y otras instalaciones de servicio. Los nimeros son las
distancias en km de estos caminos accidentados. El parque contiene un mirador a un hermoso paisaje
en la estacion T. Unos cuantos dmnibus transportan a los visitantes desde la entrada a la estacion Ty
viceversa

Ejercicio 1.

Determinar qué ruta, desde la entrada O del parque a la estacion T, es la distancia total mas corta para
la operacion de los 6mnibus. (Este es un ejemplo del problema de la ruta mas corta).

Ejercicio 2.

El segundo problema consiste en que deben instalarse lineas telefonicas subterraneas para establecer
comunicacién entre todas las estaciones, incluso la entrada. La pregunta es por donde deben tenderse
las lineas para lograr este objetivo con el minimo nimero total de km de cable instalado. (Este es un
ejemplg_glel problema del arbol de minima expansion)

[ A)

3%

Ejercicio 3.

Durante la temporada pico, hay mas personas que quieren tomar un 6mnibus a la estacion T que aquellas
a las que se les puede dar servicio. Los caminos tienen limitados el nimero de viajes diarios que se
pueden dar por ellos. La pregunta es como planear las rutas de los distintos viajes, de manera que se
maximice el nimero total de viajes que se pueden hacer al dia, sin violar los limites impuestos sobre cada
camino. (Este es un ejemplo del problema de flujo maximo)






CARRERA INGENIERIA INDUSTRIAL
ASIGNATURA: INVESTIGACION DE OPERACIONES I Afo: 4to.
Tema 1. Optimizacion de Redes.

Clase Practica 1
Ejercicio 1.

Determinar qué ruta, desde la entrada O del parque a la estacién T, es la distancia total mas corta para
la operacion de los 6mnibus. (Este es un ejemplo del problema de la ruta mas corta).

N

| A )

SOLUCION

Se crean etiquetas a cada nodo que pueden ser temporales o permanentes, con el siguiente
formato: (a, b) donde “a” es la distancia acumulada hasta el nodo y “b” el nodo predecesor

1. Comenzar etiquetando el primer nodo de la red, su distancia es cero y no tiene preceden

7O\
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2. A partir de este nodo se ramificar hacia afueray a cada nodo de lared se le asigna una etiqueta
temporal para cada distancia y nodo precedente.

7 O\
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3. Se seleccionade cadanodo la etiquetatemporal menor y se convierte en la etiqueta permanente

o

0100
\

E'\I 7E \
@on 4 mo A

Ahora se puede determinar la ruta mas corta comenzando por el nodo destino: del nodo T al nodo
D; al nodo B; al nodo A; al nodo O

ra

010 0)
-

(O, A, B, D, T) = 13 km



También estalaruta: del nodo T al nodo D; al nodo E; al nodo B; al nodo A, al nodo O
7N\
LA ) @0

b

(O, A,B,E, D, T)=13km
Otra método de hallar la Ruta Més Corta es con Programacion Lineal (PL)

Definicién de las variables
Xij: distancia desde el nodo i hasta el nodo j

Funcién objetivo
Min Z = 2Xoa + 5XoB + 4Xoc + 2Xae + 7Xap + Xec + 4Xep 3XBe+ 4Xce+ XpE + 5Xp1 + 7XET

Sujeto a las restricciones

(Se debe equilibrar los nodos, lo que entra es igual a lo que sale, se adiciona ficticiamente una

entrada de 1 al nodo O y una salidg_de lalnodoT)
%

Al

1 N 5 \r N\ 4 ~ 2\ — -
- '\() /: : I\B/“ N D> /'//
= =N P
"“,v‘ \\ 3 ,""'I // 7
\ /1 \\\ / //
\\(/";"\\. N / fv\/
( C} { E )
'\__‘_// 4 \\H/
Restriccion O 1 = Xoa+ XoB + Xoc Xoa+ Xog+ Xoc=1
Restriccion A Xoa= Xas + Xap Xoa-Xag - Xap=0
Restriccion B Xog+ Xae + XBc - XBp- Xee=0
Restriccion C Xoc = Xce + XcE Xoa-Xce-Xce=0
Restriccion D Xap+ Xep+ Xep - Xpr=0
Restriccion E Xce + Xse = Xep + Xet Xce+ XBe- Xep- Xer=0
Restriccion T Xpt+ Xer=1

No negatividad Xij2 0



Con el empleo de WINQSB se obtiene el siguiente resultado:

%% Network Modeling

File Format Results Utiities Window Help

| L&  [elalels{s{l=]  [E ][]

N Solution for Shortest Path Problem NET Problem

04-22-2020 Fiom | To | Distance/Cost | Distance/C1
1 0 5 A 2 2
2 A B 2 [
3 B D 4 8
4 D T 5 13
From 0 ToT = 13
From 0 ToA = 2
From 0 ToB = 4
From 0 ToC 4
From 0 ToD - 8
From 0 ToE = 7
Solucion

La Ruta Méas Corta es del nodo O, al nodo A, al nodo B, al nodo Dy al nodo T, con un recorrido de
respectivo de
2+2+4+5=13km.

Ejercicio 2.

El segundo problema consiste en que deben instalarse lineas telefonicas subterraneas para establecer
comunicacién entre todas las estaciones, incluso la entrada. La pregunta es por donde deben tenderse
las lineas para lograr este objetivo con el minimo nimero total de km de cable instalado. (Este es un
ejemplo del problema del &rbol de minima expansién)

SOLUCION

1. Comenzar con cualquier nodo y unir a este el nodo mas cercano. Comenzando por el nodo A el mas
cercano es el nodo O.

(a)

[

2. Los dos nodos forman ahora un conjunto conectados y el resto de los nodos un conjunto desconectado.
3. Elegir el nodo desconectado mas cercano al conjunto conectado y agregarlo al conjunto conectado.

El nodo desconectado mas cercano al conjunto conectado O, A es el B y se agrega al conjunto conectado.
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4. Se repite el algoritmo hasta conectar todos los nodos sin ciclos.

El nodo desconectado més cercano al conjunto conectado O, A, B es el C y se agrega al conjunto
conectado

El nodo desconectado mas cercano al conjunto conectado O, A, B, C es el E y se agrega al conjunto
conectado.

El nodo desconectado més cercano al conjunto conectado O, A, B, C, E es el D y se agrega al conjunto
conectado.

El Unico nodo desconectado T se conecta al nodo D que es el mas cercano.



Todos los nodos quedan conectados entonces esta es la red de tuberia minima que conecta a todos las
viviendas.

R/ Arbol de expansion minimo: OA, AB, BC, BE, ED, DE con una extensién de
2+2+1+3+1+5=14km

METODO DE PROGRAMACION LINEAL CON WINQSB PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS DEL
ARBOL DE EXPANSION MINIMA.

Se siguen los pasos del programa, se completa la matriz de datos con los valores de las distancias entre

cada nodo.
(Nota: si no hay arco o ligadura entre dos nodos, se deja en blanco).

File Ed® Format Resuks Utities Window WInQSB Help

I 5 1 NN 01 = |7 £ | 2 0

:B Perform Pardinetric Analysis

|

ORI 0 o ) e e s e G | Bt el o P s [y,

=|m[o]n[=[>[0]
a
wa= N
N =aw

Se obtienen los resultados y se interpretan.

La distancia minima para conectar todas las estaciones es de 14 km

%% Network Modeling
File Format Results LUtilties Window Help

CIER [Ale[=[s(0l=] [0 (S

04-22-2020 | From Node | Connect To | Distance/Cost From Node | Connect To | Distance/Cost
1 0| A 2 4 E D 1
2 A B 2 5 B E 3
3 B C 1 6 D T 5
Total Minimal C ted Dist or Cost = 14

R/ Lared iriade OA, AB, BC, ED, BE, DT con 14 km



Ejercicio 3.

Durante la temporada pico, hay mas personas que quieren tomar un émnibus a la estacion T que aquellas
a las que se les puede dar servicio. Los caminos tienen limitados el niumero de viajes diarios que se
pueden dar por ellos. La pregunta es como planear las rutas de los distintos viajes, de manera que se
maximice el nimero total de viajes que se pueden hacer al dia, sin violar los limites impuestos sobre cada
camino. (Este es un ejemplo del problema de flujo méaximo)

SOLUCION
Algoritmo de trayectoria aumentada (Ford-Fulkerson) para problemas de Flujo Maximo

1. Preparar lared colocando flechas en el sentido del flujo y se colocan cero las capacidades de
todos los nodos.
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2. Obtener una trayectoria de aumento, empleando el criterio de ir siempre por la trayectoria que
proporcione una mayor capacidad residual por cada nodo.
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( A ) 3

N

Y

'\_(,/' 4 N\CJ

3. Determinar el flujo de la trayectoria de aumento que correspondera al valor minimo de las
capacidades residuales de los arcos que la forman.



seleccionar ell
menor 5

L

4. Se modifican las capacidades residuales de cada arco, restando al inicio del arco y sumando
al final del arco la capacidad residual minima de la trayectoria aumentada.

5. Actualizar lared.

53,9
la menor 3




4,4,1,6

seleccionar 1

4,4,1,6

seleccionar 1

331
Seéleccionar 1




Como no existe otra trayectoria porque los nodos estan bloqueados entonces esta es la solucion del
problema, el flujo maximo es de 13, y por cada arco circula la cantidad obtenida en el extremo del arco
por ejemplo en el arco OA circulan 4 dmnibus por el OB circulan 7 6mnibus.



Solucion del problema de flujo Maximo con Programacion Lineal (PL)
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En este problema solo hay un origen y un destino no es necesario crear un origen ficticio.

Definicién de las variables

Xij: Flujo que circula desde el nodo i hasta el nodo j
Xoa, Xos, Xoc, XaB, Xap, Xec, XBD, X8BE, Xcg, XoT, XeD, XET

Funcidén objetivo

Max Z = Xoa+Xos + Xoc Maximizar la entrada o Max Z = Xpt+Xer Maximizar la salida

Sujeto arestricciones

Ecuaciones de balance en los nodos de trasbordo
INOdO A: XOA = XAB+ XAD Nodo D: XAD+XBD+XED=XDT
Nodo B: XAB+XOB = XBC+XBD+XBE Nodo E: XBE+ XCE= XED+XET

Nodo ?;;XOC-FXB(: = XCE

Restricciones de capacidad

Xopa<5 Xag < 1 Xgp<4 |Xpr=9
Xog S 7 Xap < 3 Xge <5 |[Xgp=1
Xoc < 4 Xge < 2 Xce <4 |[Xer<6

Restriccion de no negatividad

Xij2 0

CONCLUSIONES

En la clase se resolvieron problemas de optimizacién de redes

e Se estudiaron diferentes algoritmos para estos problemas.

o DIJKSTRA para determinar la ruta mas corta
o Algoritmo de PRIM para la solucion de problemas del Arbol de Expansion Minima
o Algoritmo de Trayectoria Aumentada para problemas de flujo maximo.

e Se formularon los Modelos de Programacion Lineal (PL) para la solucion de estos problemas



ESTUDIO INDIVIDUAL
a) Determine la ruta mas corta aplicando el algoritmo de DIJKSTRA y la PL,

b) Determine el arbol de expansion.

c) Halle el Flujo maximo aplicando el algoritmo de Trayectoria Aumentaday la PL




