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TEMA 1: NOCIONES BASICAS DE ALGEBRA

Matrices, determinantes, rango y calculo de la insa

1.- Calcula:

(@ (2 -1 0 7 1 1 0 -3) (b 1 7 0 1
4 3 2 5(+-6 5 3 4 5,-2 4|-34 -1
12 1-3 \0 -12 9 0 5 2 3

(¢ (3 -1 2]_4(1 2 4J (d) 3 2 -1 (1 -1 3
2 4 0 3 2 211 -1 1|+ 2 -1 4

-1 0 2/ \-1 -1 5

2.- Dadas las matrices

0 7 1 -11
A = B =
(—9 —4] (16 8]
Calcula 3A+2B y 2A+B
3.-Calcula:
1 -1 by (2 0)4 -1
3 10
@ |2 4| -3 1 1
1 5
3 0
(c) (4 —1J(2 (J (d (1 1)2
1 1)\-3 2 -4|-1
5 2/\4
e (1 -2 0)5 2 2 ® (5 2 21 -2 O
3 1 -1)|-2 1 1 -2 1 143 1 -1
-1 4 1)\13 -2 7 13 -2 7\-1 4 1
@9 (-1 2 32 -3 M) (21 0yr 110
4 1 2|1 1 3 202110
-1 502 5 1 0 12 3 1 2
() 2 0 (2
3 3
210 -1 210 -1
( ), il )
5 5
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(k) -1 2 3\(2 0] -1 2 X -1
@2 -2)4 1 2|-1 (x-1 y-2 z+3)| 4 1 2|y-2
-1 2 5)(1 -1 2 +3
4.- Calcula:
(@ |2 (b) |1 (c) 1 1
3 2 -1 0
1 2
d 3 2 1 e |51 2 (f) 1 20
5 4 0 4 3 o 1
2 -1 - 7 1 1 3
@ p 1 0 (h) 1 2 3 4 (i) 1 3 -11
2 -1 2 5 6 7 8 2 1 2
1 -2 0 9 10 11 1 -1 0 4 2
1 1 3 13 14 15 1 1 2 -11
1) 2 3 =2 k 2 0 0 0Q 0} 1 2 3 4
3 -2 1 2 0 0 0 ( 0 2 3 4
3 2 3 0 0 -3 00Q¢ 00 3 4
-2 4 0 0 0 0 2 ( 000 4
0O 0 0O O 1 0 00O
5.- Calcula el rango de las siguientes matrices:
@ (2 -1 1 0 b) (2 3 4 ¢ (1 -1 0
1 0 3 5 4 6 8 2 1
3 1 4 - 6 9 12 5 0
8 12 1
d 12 -13 e (12 3 4 ®» (1 -1 2 -2
310 1 2 46 8 21 0 1
4 3 1 4 369 12 4 -1 4 -3
1 2 -2 3
@ (11 1 0 0 (h 6 -9 8 -7 -1
21 0 1 3 -12 14 -13 12
10-113 -12 2 -4 6
00 1 2 6 -13 11 -9 9

—
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6.- Determina si los siguientes conjuntos de vectomss lbbres o ligados. Si son ligados,
encuentra un subconjunto con el maximo numero deres linealmente independientes.

@ {(1.3,1), (2,1,0), (1,9,2)}
(b) {(2,3), (4,2), (1,0), (2,2)}

(c) {(2,5.1,1,0), (1,4,0,1,2), (2,2,2,0,-4)}

(d) {(2,1,0,3), (-2,1,3,0), (0,0,0,0), (1,5,2,1)}

(e) {(1.2,9), (-1,-2,-9), (0,1,2), (2,-1,8), (1,-3,-1)}

7.-Hallar la inversa de las siguientes matrices, isitex

@ (1 2 (b) 110 (c) 2 4 3

1 - 1 2 3 01 1
2 3 2 2 2 -1
(d) (2 —1} (e) 11 0
1 1 1 2 4
2 3 -
8.- Decide para qué valores del parametro t la matrip Aiene inversa.
1 0 -1
A=/0 t 3
4 1 -t

Sistemas de ecuaciones lineales y no lineales

9.- Resuelve:

(@ 6x-2y-2z=8] (B 2x+y-z=1 (c) X+y+2z=2
2x+2y+z2=3 X+y+z=2 2x+y-z=1
X+2y+2z=-1 X+2y+4z=3 -X+2y+z=-5

(d 2x+y-z=1 () 2x+y+3z-w=2 ® X+y+z=3
X+ty+z=2 X-y+z+w=1 2X-y+z=2

(@ 2x+y=4 (h)  3x+2y-z=0 (i) X-y+z=1
x=2y=0 Xx-y+ z=1 2X+y—-2=2
3Xx+y=5 -X +2z=1 Xx-2y=-1

4x+y+3z=8

—
w
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10.-Resuelve:

@  3x?+2xy=0 (0)  3x?-3=0 (©  3x?-3y=0
XZ+2y=-2 3y*-12=0 3y’ -3x=0
(@ 3x2-6y=39 (®) 12x*-8xy=0 M x2+y?2=25
6x—-2y=18 -4x*+2y=0 X+y=7
(@ x2+y2=25 (h) x2+y2—22:0
Xy =12 X+y+z=12
xy =12

11.- Las funciones de oferta y demanda de un modelo eteatio con 2 mercancias son las
siguientes:

Q,=—2+3F Q,;=1C-2F +F,

1__

Qs =—1+2P, Quz=9+R -F;

Se pide calcular los precios de equilibrfai,(]iz) y las cantidades de equilibr@g, Qz).

12.-Calcula los precios de equnlbrpl, Pz’ p3 y las cantidades de equmbr(gl, Qz’ Q3 del
modelo de mercado con tres mercancias cuyas flestmoferta y demanda son las siguientes:
Q. =4-2F+F, Q,,=8-F +3F,
Qs,=—5+2R-P;  Qyp=2+2R 2R
Qs3=4-F +2h; Quz=—4+P+2P, +3R;

13.- Una empresa fabrica tres productos en cantidadgs z, Para ello utiliza tres materias

primas M1, M2 y M3. La cantidad disponible de cag#eria prima es 280, 460 y 220 unidades
respectivamente. Para producir una unidad del prartéculo se utilizan 2 unidades de M1, 6
de M2 y 8 de M3. Para producir una unidad del seguarticulo se utilizan 4 unidades de M1,

11 de M2 y 1 de M3. Para producir una unidad dektearticulo se utilizan 8 unidades de M1,
6 de M2 y 2 de M3. Determina la cantidad a prodwEr cada articulo si debe usarse
exactamente toda la materia prima disponible.

Ejercicios de revision

1.- Explica las condiciones que debe cumplir una matgmra que exista su determinante.

2.- Explica las condiciones que debe cumplir una m&trgara que exista su matriz inversa y
define la matriz inversa de A.
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3.- Sean las siguientes matrices:

12 3 1
A=]10 1 B=|0 c=(1 0 1)
12 4 1

(a) Indica si existen, y en su caso calcula, Igaishtes productos de matrices, AB, CA y
BC.

(b) Calcula Al, siendo | la matriz identidad.
(c) Calcula, si existe, A En caso de existir, indica el resultado de*AA

4.- Obtén los valores de x, y, z que verifican la sigte ecuacion:
1 11 1

X 2 [+]2 1 [yJ =0
z
-1/ (0 1 0
5.- Clasifica el siguiente sistemay, si es posiblsyédvelo:

X+y—-2z+t+3u=1
2X—-y+2z+2t+6u=2
3X+2y—-4z-3u-9t=3

6.- Calcula el valor de m para que el siguiente sistesaacompatible:
X+2y=3
x—-3y=1
2Xx+y=m

Ejercicios de matemaéaticas elementales

1.- Simplifica las siguientes expresiones:

@ ab%h b)  (64x3)% )  44a™
(o) I X105 (e) &W /Q/F ® (5 X2y)5/3
(@) x_3y5 (h) (x™M?*(x?)° () x U3y 213 3
X2y8 X3X ( 22 ]
() x3/y* k) 1 0 1,1
x21y? NCaal x+h x
(@x} "

—
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2.- Efectua las siguientes operaciones:

@  (3y+y-y°+3) + 2(X-y-x%) (b)  (X*+x-2)-(x-1)
© (Cy+3) (C+y) @, 2 © 3 _4
m - x2 _3 x+1 -1

() 2(x=3) x+3 (9) 3 4 (h) X 152_4
x2-4 X-2 x+1 x-2 x°

3.- Realiza la descomposicion factorial de los sig@enpolinomios. Es decir,
transférmalos en productos de monomios o polinomémenor grado:

(@ x>9 (b)  x>x-6 ()  x*+8x+16

(d)  25x+20x+4 (e) x>-x>-8x+12 ) X3 7x%-x+6

4.- Haz la division de los siguientes polinomios:

@  (2x-14x-5):(x-3) (b)  (x-27+3):(¢-1)

©  (x-2x-3+3x):(2x%-1) d)  (x:2x%+x-3):(E-2x+1)

5.- Resuelve las siguientes ecuaciones:

(@ (2X—1)2—3X2:2(1—4X) b) x+2=./a-x ©) x+2=+4x+13
2

(d) (x+1)° | (x-1)° _,3x+1_, ©) |x+2va-x O y-o4/x2-2
X(x-1) x(x+1) x*-1

@ Jox+14-Jx-7=/x+5 (h) 0=3x2-11x+6 () 3x2-27=0
() 3x+2 4 Xx-3 2
<22 -9 =x (T 26- 2))

—
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6.- Resuelve las siguientes inecuaciones:

(@) 5x—2_x—82x+14_2 (b) 5x+4>2x-8 (c) x—4SO
3 4 2 x> -9

(@) 3x-3_4x+8_x_. (€) 4x-7>6x+5 () x*-5x+6>0
5 2 4

7.-Razona si son ciertas las implicaciones siguientes:

(@ x=2ey=5implicax+y=7 (b) (x-1)(x-2)(x-3)=0 implicax =1
(©) x?+y?=0implicax=06y=0 (d) xy=xz implicay=z
() x=0ey=O0implicax?+y?>=0 () x>y?implicax>0

¢, Son ciertas las implicaciones reciprocas?

—
~
| —
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TEMA 2: Limites y continuidad de funciones
Nociones de topologia en "R Funciones de una y varias variables: funcion
homogénea, compuesta e implicita

1.- Calcula el dominio de las funciones siguientes reséntalos graficamente cuando sea
posible:

(a) B X+1 (b) -x+1
P 2+ 3) F) =
© F(x.y) = Jx (d) F(X,y) =/X? +2xy +y?
2X -y
®  Fx,y)=3x2+2y-4/x -y ) Fxy.2)=(¢"*, In(x+y+2))
(9) X%y (h) _[x?+3y* x=y
Foy) = vy? oV FOO T F) ‘{ oy x<y

0 (xy=(0.0

(I) F(X’y) = (\/; + y,In(X _1);6\5)

2.- Calcula el dominio matemético y econémico de lgaisntes funciones:

f

consumidor, p eI precio del producto y p’ el predéoun bien sustitutivo.

(@ D(l,p,p) = siendo D la funcibn de demanda de un productoa Irenta del

(b) C(g)=q*® -9 +36q+ 20 siendo C la funcién de costes y q la producciéniali
(c) Q(K,L) =+/L* +K? siendo Q la funcién de produccion, K el capital gl trabajo.

(d) U(C,F)=%/CF siendo U la funcién de utilidad de un consumidorglCconsumo de
chocolate y F el consumo de fresas.

3.- Estudia la homogeneidad de las siguientes funcidresaso afirmativo, halla su grado:

@ fx,y)=x*+y*> 0O f(x,y,2)=x’yz+3x*+2y*+z (©) f(x y)=Ax"y"™

(d) R ¢ (e) x (f) 2y
f(x,y) = sen— _ _
x,y) y f(x,y) =€’ o) o
© f(x, y,2) = x2+y? () f(x,y) =sen(x +y)

—
(o)
| —
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4.- Dadas las funciones de produccion siguientes:

(@) Q(L,K) =AK"L", donde A y B son parametros reales y é,B>0.

(b) Q(L,K)=A+ B(Ej , donde A y B son parametros reales y @, 3>0.

1
(c) Q(L,K) :A[ﬁK“ +(1—[3)L“]3, donde A,a y B son parametros reales, &, >0 y
0<P<1.

Estudia si son homogéneas o no en funcion de sampaos. Y en caso afirmativo indica el
tipo de rendimientos a escala (crecientes, coregantdecrecientes) que presenta una empresa
con dicha funcién de produccion.

5.- Calcula (si existen) las funciones compuestdsydgog siendo:

@ foxy) =%, o) = 21,5
y t

(b) f(x,y) :W , g(t) = (sen tcost)
© oY) =/x*-y?, g(t) = (tz ~,In't)

6.- (a) Calcula la composicién de la funcix, y,z) = y + 3z— z* con las funcionex = 2u,
Z=-U.

(b) Calcula la funcién compuesta de las fumesf(x,y) =3y —x*, y = x +1.

7.- Calcula de forma explicita la funcidy(x) implicita en las siguientes ecuaciones:
(@) F(x,y)=x?y+yx-2=0

(b) F(x,y) =x*+In(xy)—4=0

(©) F(xy)=x*+y*-9=0

Representacion gréafica de funciones: curvas de hive

8.- Representa graficamente las siguientes funciones:

@ f(x)=e** (b) f(x) =In(x +1) (©) f(x) =sen(x+m)

9.- Representa graficamente las siguientes funciones:

(@ 2x+1 -1<x<2 (b) 2 <
F(x) = . F(x) = 4x X<3
9-x X>2 X+6 Xx>3

—
O
| —
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10.-Sean las funciones:

2X+1 x<2 2X Xx<3
f(x) = g(x) =
9+4x x>2 X+9 x>3

Calcula la expresion de la funcion (f-g)(x). Reprgarla graficamente.

11.-Representa graficamente las siguientes funciones:

(@) C€=200+0.6Y gonde C es el gasto del consumidor e Y represeistangresos

(b) 1=80Q- 02Q* donde | representa los ingresos y Q la produccién

(© C©=200""" gonde C es el capital obtenido al cabo de T wisislae tiempo
con un interés del 5%

12.-Representa graficamente las siguientes curvasvee ni

(a) Curva de nivel 4 de la funcidtx, y) = x* + y?

(b) Curva de nivel 0 de la funcidix, y) = -x° + 2x -y
(c) Curva de nivel 1 de la funcidix, y) = xy

13.- Considera la funcién de utilidad dada pgx, y) =-/3x + y , donde x e y son el nUmero
de unidades consumidas de dos bienes.

(a) Representa graficamente las curvas de nivevdsude indiferencia) correspondientes a los
niveles de utilidad 4 y 6.

(b) Si el consumo actual e&,y) = (34), dibuja la curva de indiferencia sobre la que nos
encontramos.

(c) Utiliza las curvas de nivel para aproximar, figemente, las unidades que habria que
consumir del primer bien si el consumo del segutidminuye una unidad (y = 3) y queremos
mantener el nivel de utilidad.

(d) Estima, graficamente, en cuantas unidades hayagmentar el consumo del primer bien si
queremos aumentar el nivel de utilidad en una uhidanteniendo el consumo del segundo
bien constante (y = 4).

10
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Conceptos de limite y continuidad

14.-Calcula, si existen, los siguientes limites:

(a) 2 4 (b) . 1 (c) 2 4 (d) 2 4
lim X~ *1 lim In= lim 1n X1 im X1
X—do Y Xoteo Y X - +00 X x-0 X
e . 1 () . 1 (9 X+
lim sen= lim ; X
x20 X i CO%y lim e

15.-Calcula, si existen, los siguientes limites:

@  lim  4gdx2 (b) y
) -0 (XJ)IrQZO)(; Y2 +%,x% +./xy)

16.-Dada la funcion:

|0 six=y?

Calcula, si existen, los siguientes limites:

(@ lim f(x,y) ()  lim f(x,y) © lim f(x,y)

(x.y) - (0,0) xy)-(1.2) xy)-@1

17.-Dada la funcion:

>

Represéntala graficamente. Estudia si es continl@asepuntos x=2 y x=6.

18.-Dada la funcion:

X=2
F(x) = {3x1 X#2

Represéntala graficamente. Estudia si es contim@h gunto x=2.

19.- Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

(a) O X+2 (b) _ 3xy

fx) = x%?-=7x+10 fbxy) = x2+y?
(© f(x,y) =xy +sen(xy)*In(x> +y?) (@) o y) el
© f(x,y) =sen(xyin(y/x~y) ®

_ 1
I iy

11
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()] 2 (h) X
f(x) = 3X +22X+1 enx=-1 x<0
X°+3x°+3x+1 X—2
X
f(x)=¢————-——— 0<x<5
) X% =3x+2
ix Xx>5
12

Ejercicios de revision

1.- Pon un ejemplo de cada uno de los siguientes di@dsnciones:

(a) Funcion real de variable real.

(b) Funcién real de varias variables que sea unguio.

(c) Funcion escalar de varias variables que naisgmlinomio.

(d) Funcién vectorial de Fa R cuyas funciones componentes sean lineales.
(e) Funcién de R a®R¢ Es escalar o vectorial?

(f) Funcion vectorial de Ra R definida en un subconjunto dé R

(g) Funcién vectorial de fa R definida en todo R

(h) Funcién vectorial de % R definida en un subconjunto dé R

2.- Sea la siguiente funcion:

() = {O.3y+ b s?y >4

X+ ﬁ siy<4
Se pide:
(a) Calcula el valor del parametro b para que lacifin f(x,y) tenga limite en el punto
(x,y)=(0,4).

(b) Calcula el dominio de f(x,y). Obtén un punteegertenezca al dominio y otro que no.
(c) Estudia la continuidad de f(x,y) para todo jputé su dominio si b=1.

3.- La funcién de demanda de un producto viene dada po

2r’p®
D(p.n)=— p4eIO
r*+p

(a) Calcula el dominio matematico y el dominio cemtido econémico de esta funcion.
(b) Estudia su continuidad.
(c) Estudia si la funcién es homogénea.
(d) Si el precio depende a su vez del precio dentisrias primas segun la relacion:
p = 2m+m,. Calcula la expresion de la demanda respectaa pstcios.

12

—
| —



COLECCION DE EJERCICIOS DE ! | Facutat «Economia )

MATEMATICAS | :;ﬂi‘._m

CURSO ACADEMICO 2011-12 ST

Ejercicios de matematicas elementales

1.- Calcula, sin la calculadora, el valor de las sigt@ie expresiones:
(@ logl0 (b) log100 (c) logss8 (d) logx(1/16)
(e) cosO (f)  sen 90° (9) tan 2t

2.- Calcula, con la calculadora, el valor de las sigigig expresiones:
(@ Inl10 (b) In3 (c) logs66 (d) logs7
(€) cosm/2 () cos 30° (@) sen 312

3.- Explica las diferencias entre c8sgosx, cos(X) y (cos x¥

4.- Resuelve las siguientes ecuaciones:
(& 2*=64 (b) 100-10*=2 () 4*+64*=5
(d) log@x+7)-log(x-D)=log5 (&) 4*-2*+12=0 () (/7)==

(@ 23*-5 N 3 -4 _ 3 3 (h)  log(35-x°) 3 ) log6-x?) _
11 5 log(5-Xx) log(3x—4)

5.- Resuelve los sistemas de ecuaciones siguientes:

(8.) 3X+ 2y =35 (b) 2*3Y = 25 (C) 32x23y+1 -8
logx-logy= 1 35y = 35 23923 — 5
d o =128 (6) logx+logy= 4}
logx+logy =1 logx—logy =2

6.- Sean f(x) = X y g(x) = -¥+x. Calcula:
@ (o)) (b)  (f+g)(1/2) € (4h)(x) @ (fg)(x)
(e) (flo)(x) () (fog)(x) @ (gof)(x) (h)  (gof)(-3)

13
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TEMA 3: DERIVABILIDAD DE FUNCIONES

Definicion e interpretacion econdmica de derivada dina funcion real. Célculo de
derivadas

1.- Estudia la derivabilidad en x=0 y xde la funcion

x?-1 x<0
f(x) =
*) {-xz-l x=0

2.- Estudia la derivabilidad d&Xx) =| x — 2|. Calcula la funcién f(x).

3.- Estudia la derivabilidad de:

2 x<0
f(x) =4x-2 0<x<4
x?-4 X>4

4.- Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

= (b) F(X}ZII'_"_] (c) F(x}—ln il
(d) Fx) = w{:{_w (e) F(x) = Ef{—f:: () Filx) =sen?(4x?+2)
(@) F() =37+ ) Fe) =ax2+2572 () R =2

5.- SeaC(x) = x* +3x +100 la funcién de costes de una empresa. Prueba casdamedia
C(100+ h)-C(100) _
h

de variaciéon cuanda varia de 100 a 100+h e

=203+h (h#0).

¢Cual es el coste marginal C’'(100)?

6.- Si el ahorro total de un pais (S) es una funcidmpdmucto nacional (Y), entonces S'(Y) se
llamapropension marginal al ahorr@PMA). Encuentra la PMA para las funciones siguientes:

(@) S(Y)=a+bY
(b) S(Y)=100+10Y +2Y?

7.- Supongamos que la relacion entre la renta bruteeMatal de impuestos T sobre la renta de
los contribuyentes con renta entre 80.000 y 120.@0Wiene dada por la ecuacion

T =a(bY+c)” +kY donde a,b,c,pik son constantes positivas.

(@) Encuentra la expresion del tipo marginal del impuell/dY .

(b) Un estudio empirico dedujo las estimaciones sigegede las constantes anteriores:

14
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a=0,000338 ; b=0,81 ; c=6.467 ; p=1,61 ; k=0,058iza estas cantidades para encontrar
los valores de T Wi T/dY cuando Y=100.000

Definicién e interpretacion econdmica de derivadparciales de funciones escalares
y vectoriales

8.- Calcula todas las derivadas parciales de las sigasdéunciones:

—4

@ Floy)=1- I':Fiix (b) Flxy) = 1:{3? © Flxy,z) =z+In xzﬂ;“?‘
@ Fen =¥+ 5) @ prp=en O Fly)=costx®+ay)

@ Fly) = +xy% X2 +y) () Fxy)=3"2" () Eyz) =4xT2+yz 7

9.- Calcula las derivadas parciales de primer orddagifinciones siguientes:

(@ f(xyz)=Xy+2xZ-3xyz (b) f(xy.z)=sen(x§z)  (c) f(xy)=y™™

(d) X3 -2xy (e) f(xy) =&"-e?¥ () _e’cos(x+2)
f(X,y) = 4X+y2 f(xy y,Z)—m
@ f(xy) = sef(P+y?) (h) f(xy) =sen(x+2§)° (i) f(xy) =In*(xty)

10.-Calcula las derivadas parciales de las siguientesdnes:

@ f(x,y) =x° +y? (b)  f(x,y) = e*cosy € fx,y)=y
(d) o (y (e) Ln(x 3y) ) X
) = o[ =", 0= 2

~

@) f(xy)=3"Vsen(y-2x) (h) f(x,y)=(x+2)(y-3) ) f(x,y) =e™

(J) f(u,v,w) = (u2 +Vv2+ Wz)%l (k) f(X! y) = eXLny-Sen(X+ y) () f(X, y,Z) = (Xy)Z

(m) f(x,y,z)=x(2)(_2(10§£2w) (n) fix )_I_n(2Xx2y) (f) f(x,y):(xszzyf
y

©) fxy)= (2 -3yF +5° ®) fxy)=Ln[/x+e ] @ f(x,y)=cos'(2xy)

w0 f(x, y,z,t) = \r+sen(zt) © f(x,y,2) = —~

O fxy2)=22-3"+y)z () fy y)= m

15
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11.-Dada la funcion:
x*+y si x>3
f(X,y)={ ) .
X sl Xx<3

(a) Halla las derivadas parciales de primer orden d).(2
(b) Halla las derivadas parciales de primer orden ¢3).(4

12.- Escribe la definicion de derivada parcial para fumacion de n variables (X.., X))
respecto de;xEscribe la definicion de derivada parcial de @uraion de 3 variables (x,y,z)
respecto de z. Escribe la definicion de derivadaiplade una funcién de 3 variables (x,y,z)
respecto de z en el punto (a,b,c).

13.-Calcula e interpreta econémicamente el signo deliwada o de las derivadas parciales de
las siguientes funciones econdmicas.

(@ Funcién de demanda-precig{p) = 10 +E5 p >0

(b) Funcidn de produccion per capitags el capital per capita):
y(k) = 10k%, 0 <x<{1, k>0

C uncién de produccién Cobb-Dougl®$ = T 0=x<1 K>=0, L=
() F de prod Cobb-Dougl#K, L) = 10K*L1~*, 0 1, K>0,L=0

(d) Funcion de utilidad CESS:
Ulzy) = (ax™+(1 - a}y”‘}‘i, x=10<a<lz=0yv=0

14.-Dada la funcién de produccion del tipo Cobb-Douglas
F(K,L) = AK*I™, 0 <o 1, A>0,K>0,L>0
donde Y es la produccion, A es un coeficiente tkgico, K es el input capital y L es

el input trabajo, calcula la productividad margidal capital y del trabajo. Determina
Su signo e interprétalo econémicamente.

15.-La funcién de beneficios de una empresa dependereleb de venta de su productg) (p
de los precios a los que adquiere sus dos inpuyspg:

pé
64p,p;’

B(po.p1.p2) = pg = 0,p; =0,p; =0

Calcula el signo de las tres derivadas parciaietegprétalas economicamente.

16
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16.- La funcion de demanda de un bien relaciona la dadtdemandada de ese bien (x) en
unidades fisicas, la renta per capita del pai®(iyg, el precio de ese bien)pn €, y el precio
del resto de bienes (p) en €:

-

v2
K(YJI]DJP} =3_I:||II;J Y= ﬂlpﬂ}ﬂjp}ﬂ
]

Calcula el signo de las derivadas parciales, suslades de medida e interprétalas
econdémicamente.

17.- Indica el signo y las unidades de medida que teném condiciones normales las
derivadas siguientes:

(a) El salario de un trabajador respecto del tiempo.

(b) La demanda de un articulo respecto de su precio.

(c) Elvolumen de ventas de una empresa respectoideession en publicidad.
(d) El ahorro medio de los habitantes de un pais résplet indice de precios.
(e) El precio del petroleo respecto de la cantidadtadier de petroleo.

Derivadas sucesivas de funciones de una o mas wem

18.- Sea U(x) la funcién de utilidad de un consumidondke x es la cantidad consumida de un
bien.

(a) Explica la diferencia de interpretacion engrg y d—U
X 10 dX 1000

(b) ¢ Cuadl es el signo que cabria esperar en estagdeadhs?
(c) ¢Cual de las dos es de esperar que sea mayor?

2

(d) ¢ Cuadl es el signo que cabria esperar %&F? ?
X

10

(e) Si U(10)=365 y (iiu =0'22, calcula aproximadamente U(10'5)

10

w2 _\,2
)(12:((“3;)2' g(x,y)=i definidas en

19.- Dadas las funcioned(x,y) = 24 (1+y)?
X y

D ={(x,y) OR/(x,y) # (0,-1)}.

(a) Comprueba que% = d—g y queﬂ = - d—g

oy oy 28
o 0% 0% 0%
d(Z WZ d(Z WZ )

(b) Calcula

17
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20.-Dada la funcionf(x, y) = M Calcula — (1 1) vy ot (1,2).
X2 +y 2%

21.-Dada la funciérf(x, y) = x*seny :

(a) Verifica el teorema de Schwarz para todo puntd&de

3
(b) Calcula ;:zf

o°f
Calcul 0
(©) acuao"}(o“y L0)

Gradientes, jacobianas y hessianas

22.-Calcula el vector gradiente de las funciones sigag
(@) f(x,y) = sen(3%-y)
2

~(yz)?, en el punto (9,4,2)

1
2

(b) f(x,y,z) =x

2x—y

(c) f(x,y,2)= , en el punto (2,0,1)

23.-Calcula la matriz jacobiana de las funciones sigei
(@) f(x.y) = (x-y)*

(b) f(x,y) = (Xz + ye%) en el punto (2,0)
(c) f(x) = (x%,)l(,cosxj

d) f(x,y) = (x% ,i,cosxj

24.-Calcula el vector gradiente de la funciffr, y) =/ x serf (x? +xy).

xseny+ Lnx
y? +1

25.- Dada la funcion f(x,y) = Calcula el valor dea para que

Of(a,0)= (e ,e).
26.-Calcula la matriz jacobiana déx, y,z) = (ﬂ/y +z,Ln(x —3y)) en el punto(2,-1,5).

27 .- ¢ Existe una funcion f tal qu&(x v) = (3xy + 3x% — 2, 4x*y? — 6xy)?

18
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28.-Calcula la matriz hessiana de las funciones:
(a) f(x.y) = sen(3%-y)

1 2

2

(b) f(x,y,z)=x2- (yz)g, en el punto (9,4,2)

(c) f(x,y,2)= u , en el punto (2,0,1)
z°

29.- Sabiendo que el vector gradiente de una funci@ahde dos variables reales, f(x,y), es,
Vi(xy) = (6xy + 10xy ?,3x? + 15x%y* — Gy =), calcula la matriz hessiana de f(x,y).

30.- Calcula el valor dea para que la matriz hessiana t{&, y,z) = xLny + €* en el punto
(2,1,a) sea:

0 1 0
Hf2,1,8)=[1 -2 0
0 0 4

31.-Seaf :R? . R* una funcién derivable en un punto (a,b). Escribexpresion de la
matriz Jacobiana Jf(a,b) y la de la matriz hessldfhéa,b) (asegurate de que el punto (a,b)
aparece donde corresponda en la expresion).

Ejercicios de revision

1.- Estudia la continuidad y derivabilidad de la fumdi&) = |X+|1
X

2.- La funcion de costes de un articulo determinaddCés) = 30+10x + 2x? valorada en
euros, y el precio unitario del articulo viene damw la expresiénp(x) = 60— 2x donde p
viene expresado en euros. Determina:

(a) Los dominios de definicion de las dos funciones.

(b) El coste marginal.

(© La funcién de ingresos.

(d) La funcion de beneficios B=I-C

(e) El ingreso marginal.

() El beneficio marginal

19
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3.- () Calcula la matriz jacobiana en el pu(1g0) de la funcion:
f(x,y) = (serf (x* +y?),Ln(x - y*))

(b) Calcula la matriz hessiana en el pufit@)de la funcion:

g(x,y) =e“ .

4.- Dada la funciorf(x, y) = e
(a) Calcula el vector gradiente de la funciéon en etpyd,1).

(b) Calcula la matriz hessiana de la funcién en el@(h{l).

5.- (@) Calcula la matriz jacobiana de la funciifr, y) = (X—zl,sen(xy)j :
X

(b) Calcula la matriz hessiana de la fundiffk,y) = sen(xy).

6.- Los ingresos impositivos por IVA (en % del PIB)estiman con la siguiente funcion:
I(x,y,z) = 0,00006 (100-y) x z

donde x es el tipo impositivo (en %), actualment x=1&syel peso de la economia sumergida
(en %), actualmente y=20; y z es el consumo (erPPUB), actualmente z=76.

Se pide:
(a) Calcula la derivada parcial de los ingresos impastpor IVA respecto al peso de la
economia sumergida en la situacion actual e irgeE@condmicamente su signo.

(b) Calcula aproximadamente como cambiarian los ingréspositivos por IVA si el tipo
impositivo aumenta a x=20 desde la situacion actugdoniendo que el resto de variables
se mantienen constantes.

(c) Calcula la elasticidad respecto al tipo impositien la situacion actual, es decir, la

dl x

expresionE = ——
ox |

(18,20,76)
7.- Responde razonadamente a las siguientes cuestiones:

(a) SeaC(x,y) la funcién de costes (en euros) de una empreséafquea x unidades de un
producto A e y unidades de un producto B. Sabemes q

17.® ax
C(40,23)= 2550, —(X,y) =2x+vy, —(X,y) =X
( ) d(( y) y oy( y)

Con esta informacion, el coste de fabricacion deudldlades de A y 28 de B sera
aproximadamente de:

i) 3090 € ii) 540 € iii) 2750 € iv) 2752’38 €

20
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(b) Sean x e y las cantidades que utiliza una empresa de lasriamtprimas A y B

respectivamente. Cuando=3, y =7, las derivadas parciales de la funciéon de costes
son:

aC aC
HEIHO,  F(3.7HS

Con esta informacion podemos deducir que:

i)  Sise utilizan 5 unidades de la materia A sin vddacantidad consumida de B, el
coste de la empresa aumenta aproximadamente em10 u

ii)  Si se utilizan 6 unidades de la materia B sin vdaaantidad consumida de A, el
coste de la empresa aumenta aproximadamente em15 u

iii) Si se utilizan 4 unidades de la materia A sin vddacantidad consumida de B, el
coste de la empresa aumenta aproximadamente em10 u

iv)  Si se utilizan 8 unidades de la materia B sin vdaiacantidad consumida de A, el
coste de la empresa aumenta aproximadamente em10 u

(c) La funcibn de produccion de una empresa viene dada la expresion
Q(K,L) = 25K"?L°®, donde K es el capital invertido y L el nimerohieas trabajadas.

En la actualidad, K=3125 u.m. y L=32 horas. Sieeidk aumentar Unicamente el nimero
de horas trabajadas a 42 horas, el incremento iapxd® que experimentara la produccién
sera de:

1) 500 u. i) 128 u. i) 2100 u. iv) 50128 u.
8.- Define el concepto de gradiente de una fundily - R en el puntod,b,9.

9.- Dada una funcién fR3. R derivable en el puntaa(b,c) explica la interpretacion de la

derivada parciaﬂ (abgc)
0%

Ejercicios de matemaéaticas elementales

1.- Calcula la derivada de las funciones siguientes:

(@) y=x0%2xx b) y=x" © y=(C+23)
(d) y=2X+5 (e) y:i () _x2+x3+1
3 3/x I
(g) _ X4 +1 (h) _ 2X_5X2 ‘|'X3 (I) y= 1
T 2x?+1 = (2x-8)(3x - 4) X
0  (@x+3° (k) y = 1 O J3x-5
4 (3x* —2x +6)° X2+ X5 +2 4 V5x? —5x + 4
R e AL A G LT S
(2]
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(0) e VT () B @ = xr1-_t
y:(2x4+ﬁ)(x +X7) Y—F y Jx+1
) y=In(sed™x) (s) y=In(C+1) 1) y=sef(x*+2)
- f1-x (V) e*cosx W) y=3*"
“Vi+x Inx

) y= sertt +1 ) y= COSX (2) B x2-1) 1

x -1 X2 +2X y=se x | x
(@d) y = ./sen x (bb) y = 4cosx () y=¢e +3x
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TEMA 4: DIFERENCIABILIDAD DE FUNCIONES

Diferenciabilidad de funciones

1.- Estudia la diferenciabilidad de las siguientes ifmes y calcula su diferencial:
@ f(x,y,z)=x°y+2xz2-3xyz (®) f(x,y) =2x*>+Iny (©) f(x,y) = cos(x+y)

@) f(x,y,z) = (xy?2) @ f(x,y) =y O oy = X2
’ 4x +y?

2

X'y
xy -3

(a) Razona si es diferenciable en el pufigl) vy, si lo es, calcula la diferencial de la funcién

2.- Dada la funciérf(x, y) =

en ese punto.

(b) Utiliza la diferencial para calcular un valor aproado def(1'1,0'8).

3.- Estudia si la funciori(x, y) = e*Ycos(xy* )es diferenciable eR?.

4.- Sea C(x,y) la funcién de costes total de una empresa quécéabx” unidades de un
producto “A” e “y” unidades de un producto “B”. Sabe que:

C(36,20)= 2288 € , §=x+2y, §:y+2x.
28 %

Se pide:

_X(36,20)  4C(36,20)
x &

(b) Justifica que la funci6iC(x,y) es diferenciable er(36,20).

(a) Calcula e interpreta

(c) Calcula aproximadamente el coste total de fabieade 38 unidades del producto “A” y
20 unidades del producto “B”.

5.- El pago anual que efectia una persona por un préstaene dado por la funcion
. Vi . : , ; .
P(V,i,n) = W en donde es el tipo de interés/ el capital prestado (en euros), y
n el plazo (en afios). Para un préstamd @e0 euros a un plazo dE) afios con = 0.04, se
pide:
(a) Calcula aproximadamente el efecto sobre el pagal a®un aumento en el tipo de interés
hastai = 0.0425.

(b) Calcula aproximadamente el efecto sobre el pagal @nsimultdneamente se produce una
disminucién del capital prestado 260 euros y una disminucion del plazo Hafio.
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6.- Los beneficios (B) de la industria del automévil en Europa en milbrde euros
evolucionan en funcién del precio del petrélg) en délares/barril, del crecimiento econémico
(g) en puntos porcentuales y de los salarios mediosuades(w) en euros. No se conoce la
forma exacta que relaciona estas variables, pemstiman los efectos de cambios en cada
variable por separado en la situacion actual. Clobaeil a 90 dodlares, un crecimiento
econdmico deP.5% y unos salarios medios mensuale2@80 euros, los beneficios han sido
de 500 millones de euros y los efectos estimados son

B B
op Jdg

0B

=-15 =50, —1 =0.5
ow

S

S S

(a) Determina las unidades en las que se miden egigadtes parciales.

(b) Obtén los beneficios aproximados que se obtendraroeimo afio si el petrdleo bajaga'Z
ddlares por barril, la economia creceluiR?%, y los salarios medios mensuales suben hasta
2030 eyros. ¢ Qué hipdtesis matematica es necesariagleudar estos beneficios?

(c) Calcula una funcion de beneficios lineal y aproxdmapara situaciones econdémicas
parecidas a la actual.

7.- La funcion de beneficios de una empresa viene gad®8(X,p,i) = en donde

xLn(1+1)
2

X son las unidades de producto fabricadases el precio del producto (en u.m.)i ees la

inversion en publicidad (en u.m.).

(a) Si actualmente se fabrican 1000 unidades de progust venden a 2 u.m. la unidad, con

una inversion en publicidad de 9 u.m., calculaterpreta las derivadas parciales de B en la
situacion actual.

(b) Calcula aproximadamente los beneficios que se diitemn si se fabricasen 100 unidades
mas, el precio aumentase en 0’5 u.m. y la inversidrpublicidad pasase a ser 15 u.m.
¢, Conviene hacer este cambio?

xe’
en el

8.- Calcula el polinomio de Taylor de grado 1 de lacfan f(x,y) =In(x +y) +

punto (1,0) y utilizalo para calcular una aproximaciéon delovade la funcién en el punto
(0.90.1).

- , _x+2y’
9.- Calcula el polinomio de Taylor de grado 1 de lacfan f(x,y) =
y

5 en el punto
X+

(1,0).
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10.- Calcula los polinomios de Taylor de grado 1 y dadesiguientes funciones en los puntos
indicados:

(a) f(x,y) = cos(x-y) en el punto(m,0).
(b) f(x,y) = xy* —3xy® +x en el punto(2,~1).
(c) f(x,y) =xe’ en el punto(1,0).

Relacion entre los conceptos de continuidad, debitidad y diferenciabilidad

11.- Sea f(X,y) una funcién diferenciable en el punt®,1) de la que sabemos que

ZfX(B,l) =5y |im f(x,y)=6.Indica, razonadamente, cual es el valor de leiftren el

xy)-@3.1)

punto (3,1).

12.-Di cudles de las siguientes afirmaciones son derda y cuales falsas:

(a) Toda funcién diferenciable en un punto es owoatien dicho punto.

(b) Toda funcién continua en un punto es diferdsieian dicho punto.

(c) Toda funcién diferenciable en un punto tienevaelas parciales en dicho punto.
(d) Toda funcion con derivadas parciales en ungastdiferenciable en dicho punto.
(e) Toda funcién continua en un punto tiene deagguhrciales en dicho punto.

(f) Toda funcién con derivadas parciales en un@estcontinua en dicho punto.

13.-Di cuales de las siguientes afirmaciones son verdady cuéles falsas:
(a) Toda funcion de clas€e' €n un punto es diferenciable en dicho punto.
(b) Toda funcién diferenciable en un punto es dselC en dicho punto.

(c) Toda funcién de clase'@n un punto es continua en dicho punto.

(d) Toda funcién de clase”@n un punto es diferenciable en dicho punto.
(e) Toda funcion de clase’@n un punto es continua en dicho punto.

Direcciones de crecimiento de una funciéon

14.- Dada la funciénf(x,y) = 2x+ﬂ, averigua las direcciones de crecimiento nuld den
X

el punto(1,-1).
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15.- Calcula las direcciones de maximo crecimiento, maxilecrecimiento y crecimiento nulo
de las siguientes funciones en el punto indicado:

3x+y

(@ f(x,y)=(x-y)e * enelpuntol,0).
(b) f(x,y,z)=(xyz)+ In(x —22) en el punto(1,1,0).

16.- Dada la funcién de produccién de tipo Cobb-Dougé, L) =10/K-/L , obtén la

direccion de maximo crecimiento desde la situacidn=100, L =36 e interprétala
econdmicamente.

17.- Calcula la direccibn de maximo crecimiento, de miicrecimiento y de
crecimiento nulo de las siguientes funciones emplogos indicados:

(@) f(x,y) = 20— 4x* —-y? en el punto(2,-3).
(b) f(x,y,z)=€¥ —z* en el puntg0,2,3).

(c) f(x,y) =x* +xy+y? en el punto(-11).
(d) f(x,y,z) =zLn(x* +y?) en el punto(111).

Derivada de la funcibn compuesta

18.- Calcula la funcion compuesta definida por las sigteés funciones y sus derivadas
parciales de primer orden. Comprueba que estagadeas coinciden con las obtenidas usando la
regla de la cadena.

(@) f(x,y,z) =€* +y+z, x(t)=Int, y() =¢', z=1°

(b) z(xy) =x*+y* x(t)=3t y=-

(© z(x,y) =xY, x()=t, y(t)=cost.

(d) f(u,v) =udv®+u+1, u(v)=e".

(e) z(uyv) = In(u2 + v), u(,y) =€, vix,y) = x2+y.

|
(0 f(x,y,z)=ezny, y(x,2) =€*

19.- Calcula el vector gradiente de las funciones casfas definidas por las siguientes
funciones en los puntos indicados usando la regla dadena:

(@) f(x,y) =€*y, x(t)=t?, y()=3t enelpuntot=0.
(b) z(x,y) =e*®, x=3t?>, y=cost enelpuntot=n
|

© f(x,y,2)="° Z”y, y(x,z) =€® en el punto(x,z) = (0,1).

(d) t(u,v) =u+¢€’, ulx,y,z)= (xy+2z),v(x,z) =z+x°en el punto(X, y,z) = (2,7,0).
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20.- Calcula la diferencial de las funciones compuedtfmidas por las siguientes funciones

usando la regla de la cadena:
(a.) f(X, y,Z)=(X2 +y2 +22)3, X(rls): r+s, y(rys)=£| Z(r’s)z r—s.
S

(b) (V) UV +u+1, u(xy) =x7+y?, v(xy) =€ -1,

(c) f(u,v) =u®v®+u+1, v(u)=e"-1.
(d) z(u,v)=|n\lj, u(x,y) =37, v(x) =serf(x).

(e) f(u,v)=v+e", u(x,y,v)=(Xxv+y).

21.- Calcula la expresion de las derivadas parciagezs,gz siendo z =f(x,y) donde
u ov

x =F(u,v,w),y =G(u,v,w).

22.-La funcion de beneficios de una empresa que fabriaanico producto es
B(x,D,P)=8D-3x-P-100,

en dondeXx es la cantidad de producto que fabriba,es la demanda de dicho productd’y

son los costes destinados a publicidad.

(a) Calcula las derivadas parciales Bee interprétalas.

(b) Supongamos que la empresa, para no incurrir ereca almacenamiento, ajusta la
produccion a su demanda, es decir, consideraxgaeD . Calcula la funcion compuesta
B(D,P) asi como sus derivadas. Explica las diferenciasntipretacion entre estas

derivadas y las obtenidas en el apartado anterior.
. oB . . :
(c) El signo dea—P es negativo. ¢ Como se interpreta esto? ¢ Es rde@nab

(d) La demanda de la empresa depende de su inversigubdinidad, es decir, la demanda es
una funcionD(P). La empresa no conoce esta funcion, pero estirmaggra la inversion

actual en publicidadp, , se cumple(;—g = é . ¢ Es esto razonable?
Fo

(e) No podemos calcular la funcién compue&€&P), pero si que podemos calculgE
o
Calcula esta derivada e interprétala. ¢Le convéefeeempresa aumentar su inversion en
publicidad?
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23.- El indice de precios al consumo de una economiandigpde los indices de precios
sectoriales X : agricultura,y : industria, z: servicios) segun la funcién

I(X, y,z) = 0.2x+ 0.35y+ 0.35z

Por otra parte, estos indices de precios son azfuncion del nivel de salarids) y del tipo
de interég(r) segun las funciones

X(s,r) =2s+5Inr, y(S,r) =/s+2r7, z(sy) =s° +3r.
(a) Calcula la funcioni(s,r) .

(b) Calcula (derivando directamente) e interpreta éagvddas
a o Ao a
ox oy 0z ds’ or
(c) Calcula las dos ultimas derivadas del apartadoriantmediante la regla de la cadena.
Observa que se obtiene el mismo resultado.

24 .- SeaB(x,p,p') la funcion de beneficios de una empresa que falncunico bien,

en dondex es la cantidad fabricada del bign,es su precio y ‘pes el precio medio de

la competencia. En el instante actual para el migdhbricaciéonx =100 unidades y los

precios p=30 u.m.yp =32.m. se estima que
® _, B/  _,
0X (100,30,32 ap (100,30,32 ap' (100,30,32

Supongamos que la competencia ajusta sus preqas $es de la empresa, de modo

quep =p+ 2

(@) Calculaa—B o8B

X1 (100,30) op

0B _3

. Explica la diferencia entre estas derivadas ydzs
(100,30)
primeras del enunciado, desde un punto de vist&méico y en cuanto a su
interpretacién econdmica.

(b) Estima los beneficios de la empresa si se produwgtaneamente un aumento del
nivel de producciéon de& unidades y un aumento del precio de 0.5 u.m. ¢{Qué
hipotesis necesito exigir sobB{x, para realizar esta aproximacion?

25.- La recaudacion por IVA(R) es el producto del tipo impositivfi) por el gasto en
consumo(G):

R(i,G)=ilG.
Sin embargo, ambas variables no son independigatgge un aumento en el tipo impositivo se

estima que tendria una influencia negativa en e$wmo. En la situacion actual, el gasto es de
G =100 millones de euros con un tipo impositivo ide 0.16, y se estima que

de

I 0.16

= -150,

Obtén el efecto global sobre la recaudacion deuameato marginal en el tipo impositivo.

(2]
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Derivada de la funcion implicita
26.- Cada una de las siguientes relaciones define umei6fu y(X) en un entorno dek,

especificado, tal quy(xo) =Y,. Calcula la derivada de dicha funcion .
(@) x’y+y?x =2 cony(l) =1.

(b) x> +y+y?’x =4 cony(0) =4

(c) x*+y® =9 cony(0) =3

(d) x*+In(xy) =4 cony(2) = ;

(e) x’In(xy) =0 cony(2) = ;

27.- Las ecuaciones siguientes definen una fun@fny) en un entorno del puntb(o,yo).

Calcula las derivadas parciales de dicha funcié(b(gr,lyo).
(@) x’y+y?z-yz? =1conz(1,1)=1.

(b) x*+y*+2z*> =4 conz(0,2)=0.

(c) x’yz-yz®-2x+2=0 conz(1,1)=1.

(d) x*+zIn(xy)+e** =5 con 2[2,9 = —;.

(e) e +2xy—(yz) =1 conz(1,0)=0.

28.- Sea y(X,z) una funcién implicita dada pov<2yz+xseny=27t alrededor del punto
(x,¥,2)=(1,w,2). Calcula la diferencial dey(x,z) en el punto (x,z)=(1,2) con
dx=-0'2, dz=0'1L

29.- Sea X(Y,z) una funcién implicita dada pd¢x, y,z) = —x* + y®z +z* =1 alrededor del

punto (X, Y,z) = (3,1,2). Calcula las derivadas parcial%, g en el puntq y,2)=(1,2).

30.- Calcula las derivadas parciales de la funcién iotpliz respecto X e y dada por la

ecuacion f(x,y,z)=x2+y2+22=14 alrededor del punt¢x, y,z) = (1,2,3).
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31.- Los beneficios de una empresa vienen determinagiokduncion B(x,y) =e’™ +xy,
en dondex ey son las cantidades producidas de dos articulesedifes. Calcula la relacion

de sustitucion del segundo producto respecto dehepo (RSP: —jyj si el nivel de

X
produccioén actual efx,y) = (20,20) e interpreta el valor obtenido.

32.- La combinacién de consumos de tres biefey,z) que proporcionan la misma utilidad
para un consumidor efInx+Iny+0.5Inz-1n240=0. Si el consumidor tiene unos
consumos dex =4, y=5y z=9, razona cémo deberian variar los consumos y si se
desea disminuir el consun®en una unidad marginal manteniendo el nivel delad.

Ejercicios de revision

1.- Seaf :R? - R una funcién diferenciable. Di qué clase de objeto nimero real, un
vector, una matriz o una funcion) son:

(a) df(1,2)(dxdy); df(1,2)(31); df(x,y)(3,1).

of  of
(b) —; —
dy oy

1.2)

(c) Of(2,3); Hf(2,3).

(d) La direccién de maximo crecimiento fleen el punto(1,—-1).

(e) La derivada direccional de en (2,1) en la direccién del vectdil,—1).

(f) El polinomio de Taylor de grado 1 deen el punto(2,3).

2.-La funcién de costes de una empresa en un instagrpresado en afios) es
C(x,y,t) =100+ (20x +10y)e™*",
en dondex ey son las cantidades producidas de cada uno desoarticulos que fabrica. En

el afio actuatt =0 la produccion ha sidgx,,y,) = (50,30).

(a) Calcula las derivadas parciales @een la situacion actual.

(b) Teniendo en cuenta el valor de las derivadas atderen el apartado anterior, ¢qué coste
aproximado cabria esperar el proximo afto=1) si simultAneamente aumentara la
produccion del primer articulo eh unidad y disminuyera la produccion del segundo
articulo en2 unidades? ¢Qué hipétesis debe cumplir la fun€iéxy,t) para realizar esta
aproximacion? ¢ Se cumple para esta funcion destoste
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(c) Por otra parte, las cantidades producidas de estizsilos varia con el tiempa = X(t),
y = y(t), y la empresa estima que

dx
dt

dy

— =-0.5
dt

0

0

.. Qué diferencia de interpretacién existe entra detivada y
0

. dC
Calcula e mterpretaa

L
ot (50,30,0)

(d) Teniendo en cuenta el valor de las derivadas atdergn el apartado anterior, ¢qué coste
aproximado cabria esperar el préximo dfiec1)? ¢Qué hipétesis debe cumplir la funcién

C(t) para realizar esta aproximaciéon? ¢Se cumple ggadincion de costes?

3.- La produccién de una empresa se mantiene constaoke factores productivos cumplen la

relaciéon 25x"?y*? = 1000. Calculagy si la empresa utiliz400 unidades del primer factor
X

(X) y 16 unidades del segund®), e interpreta econémicamente el resultado.

4.- Dada la funciénf(x, y,z) = ze¥ dondex = -2v,y =2u,z=In(u+v), calculajf en
u

el punto(u,v) = (1,0), utilizando la regla de la cadena.

5.- Se estima que la funcion de demanda de un prodienie dada por:

D(X, p’p') = L V1+Xp
p

donde p es el precio de venta del producto,es el esfuerzo de marketing destinado a ese
producto yp' es el precio medio de venta de la competencida Bituacion actual el esfuerzo
de marketing ex =0 (en tanto por uno) y los precios spr= p'=15 u.m. Se pide:
(a) Calcula e interpreta las derivadas parciale®¢e, p,p’) en la situacién actual.
(b) Estudia si la funcionD es diferenciable y calcula la diferencial & en la situacion

actual.

(c) Estudia, mediante la diferencial, como afecta adldaanda el efecto conjunto de un
incremento del esfuerzo de marketingAbe = 0'01, un incremento del precio de venta de
Ap =1 u.m. y un decremento del precio medio de venttad®mmpetencia dé\p'= -2
u.m.
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6.- Sea f(x,y) una funcién diferenciable en toddR® tal que @=7
df(5,9)(01,0'2)1'5.
Justifica cual de las siguientes afirmaciones @seci

(a) Un aumento de una unidad respecto del valor adiéd variable “y” manteniendo fijo el
de la variable “x” supone un aumento aproximada’8eaunidades en el valor de la funcién.

(b) Un aumento de una unidad respecto del valor adeié variable “y” manteniendo fijo el
de la variable “X” supone un aumento aproximadd daeidades en el valor de la funcion.

(c) Un aumento de una unidad respecto del valor adeiéd variable “y” manteniendo fijo el
de la variable “x” supone una disminucion aproximate 4 unidades en el valor de la
funcion.

7.-Una empresa fabrica tres bienes y obtiene un wodi(p, ,p,,p;) dondep; es el precio

del bieni,i =1,2,3 Los precios de los productos se fijan en funaéh precio de las dos
materias primas que lo componen:

1 3 3 12
p1_§q1+EQ2’ pz_gqll p3_§q1+§q2'
Se sabe que:
6, |=" .
5 3 45

(a) Obtén, aplicando la regla de la cadena, las das/adrciales de la funcién de beneficio
respecto de los precios de las materias primasdoug, = 6,0, = 2.

1 18 10) _ 1669
DB(plipZ!pS) (zpl’ 16j' ( j

(b) Calcula cual seria, aproximadamente, el benefig®aptendria la empresa si los precios de
las materias primas fuerap =6'5,q, =1'75.

8.- SeaC(x,p,q) la funciéon de costes de una empresa, dondes la produccion (en unidades
de producto)yp,q son los precios (en euros) de los dos inputs diieau Actualmente

x=1200, p=6, q=7, C(1200,6,J=25000. Ademés,
§ e 12’ & e 4’ &
123 (1200,6,7) % (1200,6,7) s

(a) Interpreta estas derivadas.

=6.

(1200,6,7)

(b) ¢Qué variacion cabria esperar en la funcién desastel precio del primer input pasa a ser
p=47?

(c) Supuesto queéC sea diferenciable, ¢qué coste cabria esperarpse&b del primer input
pasa a sep =4 y el del segundg =107.
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9.- Dada la funcionf(x,y) = x> +7y* +axy con x =u®+v?, y=3u-5v .Calcula el

valor del parametr@ para que la derivada parci%fF en el punto(u,v) = (2,1) valga 272.
u

10.- Sea y la funciébn de beneficios de una empresa que videda por la relacion
f(x, y,z) =5x -12z- xy + y* = 393 dondey es la funcién implicita de las variablgsy z,
que representan las cantidades vendidas de lossbhien B respectivamente.

(a) Determina, usando la derivacidn implicita, qué opaera mas beneficiosa para la empresa,
vender una unidad mas del bien A o vender 1 unidasd del bien B, si las cantidades

vendidas sorx =5, z=11.

(b) Se considera ahora que las cantidades vendidaadi@péde los precios unitarios de ambos
bienes p, y p,, segun las relacionex = —p, +4p,, z=5p, —2p,. Calcula,
utilizando la regla de la cadena, los beneficiogginales siendo los precios actuales
P, =3, p,=2.

11.-Responde razonadamente a las siguientes cuestiones:
(a) Cual de las siguientes afirmaciones es correcta:

i) Si una funcibn no es continua entonces solo seigrediciable si las
derivadas parciales de primer orden son iguales.

i)  Si una funcion es constante entonces el error ¢dmetl aproximar el
incremento exacto por la diferencial total es distde cero.

iii) Sii:6x2+3y+2xz, £:3x+16y3—z, ﬂzx2—y+senz,
X & Oz

entonced(Xx, Yy,zpes diferenciable.
iv)  Los polinomios sélo son diferenciables cuando soarth variable.

(b) La demanda de un producto viene dada P@p,,p,) = 300-20p} +30p, siendop, el
precio unitario de este producto [y, el precio unitario de un producto similar de la
competencia. Se sabe que los precios varian cotiempo segun las expresiones
p, =2+0'05t, p, =2+0'%/t dondet se mide en meses. Dentro de 4 meses:

i) Lademanda aumentard.
i)  La demanda disminuira.
iii) La demanda permanecera constante.
iv)  Con estos datos no podemos saber como varia landama

(c) Dada la funciéonf(x,y,z)=xy+9z, el punto (X,y,z)=(1,2,3), y los incrementos
dx =0'1, dy =-0'3. El incremento experimentado por la variablpara quedf(1,2,3)
valga 2'15 es:

i) 225 ii) 0'15 iii) 025 iv) 0'85
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(d) Dada la funciéf(x, y) = > y el punto(Xx,y) = (0,0):

i) Un incrementoAx =0'1 provoca un incremento aproximado en la funciénlde
unidad.
i)  Unos incrementoddx =01, Ay =—-0'2 en las variables originan un decremento

aproximado de 0’8 unidades en la funcion.
i) Un decremento de 1 unidad en la variapleroduce un incremento aproximado en

la funcion de 5 unidades.
iv)  Unincremento unitario en cada variable suponenaremento exacto de 7 unidades
en la funcion.

12.-Enuncia una condicion suficiente de diferencialdlida
13.- Enuncia una condicién necesaria de diferenciaallid

14.- Escribe las siguientes expresiones:

(a) Diferencial de una funcion de real de 3 vagal@n un punto (a,b,c).
(b) Diferencial de una funcion real de una variasieun punto a.

(c) Diferencial de una funcién d& B R en un punto (a,b).
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TEMA 5: INTRODUCCION AL CALCULO INTEGRAL Y A LAS
ECUACIONES DIFERENCIALES

Técnicas elementales de calculo de primitivas
1.- Calcular las integrales inmediatas siguientes:

(a) I(Z& -3/x —x*)dx (b) J.x«“/l—xzdx

(d) j x36%" 2 dx (e) I sen(2x- 3yx
X 1+x°
() (2x _1)2 (k) X+2 I
J o I2\/x+2 g

(m)

J'xcos(—Sx2 - 3)dx () J'(x2 +1)cos 3 + 3x)dx

(0) senx 2

_[ (P _[ Ix
1+cosx 1+ x
© 15“5X+6dx ) IVX2—2x4dx
(u) dx (v) BX 4 @2X

J (@2x -5)% J x
) (x+3) ) N

j(xz +6X)1/3dx j%dx
(aa) 3x I (bb) 3X+2

I x2 -3 X 33x+2 dx

3 -3

2.- Calcula las siguientes integrales

I XCosxdx (b) fexsen xdx

szexdx

(© J' sen(5x)&=>dx

j (cos2x — ser3x)dx
0 [ -%)dx

x 3
(I)J-

jx2(3x3 +14)3dx

dx
1+ 9x

(@)

j(senx+ e* - 1)dx
X

IS\/SX + 6dx

(w) 4x

j4dx

Jax2+2

(©) Iln x dx
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Integral de Riemann: Condiciones de integrabilidgdegla de Barrow

3.- Determina si son integrables Riemann las siguiemiesones y en caso afirmativo, calcula
el valor de las integrales en los intervalos carsidos.

(@) f(x) =(x-2)> sixU][0,3].
1

(b) f(x) = sixJ [0,3]
X—=2
1 si0sx<2
c) f(x) =
(©) 1 {2 si 2<x<4
4.- Calcula las siguientes integrales:
IHCOSZX dx (b) J'2 X dx © .[5«/2x—1dx
0 0 1+X2 2
jl x2e* dx () J'Zl U jn (x +sen2x)dx
0 W 0
© [ sertrcosxdx (h) [ () [7 A,
0 1+2¢* 1 X
5.- Calculajj f(x) dx para las siguientes funciones:
(@) 2 g x< (b) 0 si x<1
() :{X oxes 00 :{ .
9 six=3 xInx six=1
(©) 12 ' (d) .
f(x) = X2 > x<4 2§ x<e
X“=12 si x=4 f(x) = >1<+1
- Si x=e
5

6.- Halla el 4rea limitada por la curva y Zyla recta y = x.

7.- Calcula el area comprendida entre la curya= x® —6x* +8x y el eje OX entre x=0 y
X=4.

8.- Calcula el area limitada por las curyasx®-6x+9, y =-X+ 4x -3
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9.- Se conoce el coste marginal que supone construigdifitio, CMg(x), de altura x (en
metros) y viene dado por la siguiente funcion esada en miles de euros por metro:

CMg(x) = acT_ 10+ x +0.2x°
dx

donde x indica la altura en metros del edificioTy & el coste total de construir todo el edificio.
Se pide:

(a) El coste de construir entre el metro 40 y 50.

(b) El coste de construir todo el edificio de 50 metros

(c) El coste medio por metro de construir todo el eitifde 50 metros.

10.- La funcién que indica el salario adicional que p®Ercun individuo representativo al
cumplir un afio mas de edad w§x) = -6+ 0,2x, donde w es el salario adicional en euros y x
la edad en afios. Se pide:

(a) Calcula la funcion de salario total en funcién @edladMXx) si cuando el individuo tiene 30
afos, el salario anual es de 1.710 euros.

(b) Calcula el salario total que percibiré el individuto largo de su vida laboral (entre 25y 65
anos).

(c) Calcula el salario medio anual entre los 25 y Gisan

11.-La funcién de costes de una empresa es tal questd fijo es €= 80 y el coste marginal
C’ viene dado por la siguiente funcién del produ€t(q) = 2€*% Determinar la funcion de
coste total C(q).

12.-La propensién marginal al ahorro en una determieadaomia viene dada por la siguiente

funcién de la renta, Y:
1
S'(Y)=0.28-0.15—.
™ N

Si el ahorro es nulo cuando la renta Y es de 9i& leafuncion de ahorro S(Y).

13.- La tasa de formacion del stock de capital de uren@mia en un instante t, K(t), viene
dada por la inversion neta en t, I(t). Si dichecfan es:

i) = 9K = 3¢

y el stock de capital inicial es K(O):65 miles ddlones de euros, obtenga la trayectoria
temporal del stock de capital. Calcular la inversiéta realizada en el intervalo [1,3], es decir,
durante el segundo y tercer afio.
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14.- El valor futuro, VF, de una inversion continua dmpitales por unidad de tiempo, C(t),
capitalizada a un tipo de interés i durante unogeride tiempo [0,b] es la siguiente integral
Riemann:

b
VF = j C(t)e®dt
0

(a) Calcular el valor final para un ahorrador de unariggion continua de 1000€ al afio durante
diez afios, periodo [0,10], con i=0,025.

(b) Calcular el valor final si el capital es 1000%€ al afio (capital creciente).

(c) Calcular el valor final adicional que se acumulaeedécimo afio (en el intervalo [9,10]) si
el flujo de capital es el del apartado (a).

Integrales impropias de funciones reales de primgraegunda especie

15.-Resuelve las siguientes integrales:

(@ predx (b) +odx (€) o dx
,[o F Io eix jo X%
(d) lezx dx (e) J—l_ % 4) J-+oo e ™ dx
- o 2 0
(@ g dx (h) oo (i) 2 X
i ——d
J—mxz .[2 (X'5) —2X2_1 X
() 3 xdx (K = dx ) 1 dx
Il X2 -1 J‘o (X _1)4 J‘ X1/4
(M) (%, _ o\-5i3 (n) (3 x () (1 dx
Jotx -2 Joe 1-x

J~9 dx
*(x-1y?

16.- El valor actual, VA, de un flujo continuo de cajet por unidad de tiempo, C(t),
descontado a un tipo de interés i durante un peritiempo [0,b] es la siguiente integral
Riemann:

b
VA = j C(t)e™dt
0

Se pide:

(a) Calcular el valor actual de un capital continuol@@€ al mes (capital constante) durante
dos afos, periodo [0,24], con i=0,003.

(b) Calcular el valor actual si el capital es 132 € al mes (capital creciente).

(c) Calcular el valor actual si el flujo de capital @8 100€ al mes durante toda la vida
(perpetuo), es decir, el periodo es o]+
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Ecuaciones diferenciales de primer orden de varebkeparables

17.- Comprueba que las funciones dadas son solucionelsdecuaciones diferenciales
indicadas en cada apartado:

(@ y +2y=0, Soluciones:  y(x) =%, y(x) = 56>,
(b) y +xy=0, Solucién: y(x) = e 2.

- ~ 1 1
(c) y'+y=senx, Solucion: y(x)=e™ - ECOSX + Esen X

18.- Comprueba que las funciones dadas son solucionesrajes de las ecuaciones
diferenciales indicadas en cada apartado. Encoatranica solucion particular que cumple en
cada caso la condicién que se indica.

(@) y'+2y=0, y(0)=2 Solucién: y(x) = A&
(b) y'+y = senx, y(0) =-1 Soluciérny(x) =Ae™ —;cosx + ;sen X
(c) y'+2y =, y(0)=1 Soluciény(x) = ‘11 - ; X + ; X% +Ae ™

19.-Resuelve:

@ =2y
dy _ X
® = v
© relyY=e.  yo-
( )dx+xydy 0.
dy

(e) —=senx= ycosx.
dx

() xV1-x%dx+y-/1-y?dy=0, y(0)=1.

(9) yInydx+xdy=0, y(1)=1.

20.-Resuelve:

@ Y ray=1
dx
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0 Yroy=2x,  yO=
dx
© Yexy=x
dx
@ =2
X X

21.-Sean las siguientes funciones de demanda y dexofenin bien:

Q4 (t) =60-3p(t)
Q,(t) = -32+5p(t)

Mientras que el ajuste que se produce en el prdgidien en caso de desequilibrio en el
mercado viene dado por la siguiente ecuacion diééaé

dp_ _
ar - 23Qi—Qy).

Obtén la trayectoria temporal del precio de meradel@ste bien si inicialmente su precio es
p(0)=6€. Comenta si hay una convergencia haciaegigp de equilibrio o una divergencia a
medida que pasa el tiempo.

22.- Una poblacion de tamafio H cambia a lo largo dehgi@ en funcion de una tasa de
reproduccion n y de la entrada neta de inmigransEgun la siguiente ecuacion diferencial:

C;I: =nH+I
Sabiendo que la poblacion inicial es H(0)=44'2 amiés, n=0,005 e 1=0,15, se pide:
(a) Calcula la funcion de poblacion total a lo largbtoempo, H(t).
(b) Obtén el momento t’ en el que la poblacion alcanzartamafio de 50 millones.
(c) ¢Cuanto tiempo sera necesario para que la poblagiente en 3 millones de personas?

Ejercicios de revision

1.- Razona de qué tipo son las siguientes integrabtedcyla su valor si es posible

5 +00 dX
(a) | xe*dx (b) dx © | =

| i(x 2)" L

i —2X 1 X oo X2
(d) jae dx (e)imdx (f) £1+X3dx

+oo 4 1 e\/; +00
@) | (x-1) % dx (h) dx () [e>dx
| g .L
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2 ax 6 3 <3
0 I (4—-2%)3 (k) j f (x)dx con f(x) = 4x1+1

0 (4-2x) . 1T,

2
X <4

D|f f
()j (x)dx con f(x) = {xlnx "

2.- Estudia la convergencia o divergencia de la sigaiarniegral en funcién del valor de

+oodX

j = con a>0
(of

o X

3.-Una empresa dedicada a la comercializacién de ptoside bricolaje tiene como
coste marginal (medido en millones de euros afio)

Cm = £-3t+3t
¢, Cual sera el coste total acumulado de la empe=sskec| afio 2002 hasta el afio 2010?

4.- Una empresa se constituyé con un capital inicid@RBO00€ y sus beneficios marginales en

2
los 10 afios siguientes han venido dados p@) B (9-— 2t)et ~9¢/afio. Calcula el beneficio
acumulado por la empresa en dicho periodo, el i@oehedio y el capital final de la empresa.

5.-Resuelve la ecuacion diferencial:
Yy +2Xy = X

6.- Halla la solucién de la ecuacion diferencial yycos(x) = cos(x) que verifica la
condicion y(0) = -1.

7.- Halla la solucion de la ecuacion diferencjah\/ycosx que verifica la condicion
y(0) = 4.

8.- Halla la solucién de la ecuacion diferenc%i=(x—3) que verifica la condicion
y(2) = 1/4.

9.- Calcula la funcion y(x) que verifica la ecuaciofF4xinx y que satisface la
condicion inicial y(1) =5

10.- Calcula la funcién y(x) que verifica la ecuaci&yy—\/;=0 y que satisface la

condicion inicial y(1) =0
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