CLASE TEORICO PRACTICA1

Tema I: Sistema de Ecuaciones Lineales y Matrices.
Titulo: SEL y Matrices. Método de Gauss

Sumario:

Ecuaciones lineales.

Sistemas de ecuaciones lineales.
Método de Gauss.

Matrices.

En este tema estudiaremos los sistemas de ecuaciones lineales, matrices y los determinantes
y veremos algunos métodos para resolverlos. Comenzaremos por algunas definiciones.

El objetivo fundamental es que adquieran herramientas para poder resolver sistemas de
ecuaciones lineales de m ecuaciones con n incégnitas. Ademas de que dominen el trabajo
con matrices para que puedan ser utilizadas para resolver problemas de diferente indole.
Ecuaciones lineales.
Definicion

Una ecuacion con n variables x;,X,,..., X, se dice lineal, si puede escribirse en la

forma

X, +a,X, +...+a,x, =b
Las a, son los coeficientes y b es el término independiente de la ecuacion. A las

variables se les llama incognitas o indeterminadas. Si b = 0, la ecuacion se dice
homogénea, en caso contrario se dice no homogeénea.

La ecuacion que se obtiene de sustituir “b” por 0, es la ecuacion homogénea asociada con
la ecuacion.

Ejemplos:
1. Laecuacion
X, +3X, —4X; +6X, =-5
2. 2%, —2X, +\/7x3 =0
3. Las ecuaciones xy =2, X - y2 =1, COSX =Y
Solucion de una ecuacion lineal

Definicion: Una solucion particular de una ecuacion lineal es un sistema k,,k,,...,k, de
nameros, tales que, al ser sustituidos en la ecuacién, se obtiene una identidad.



Por ejemplo, si sustituimos x;,X,,X; ¥ X,, por 3,2,5,1 respectivamente en la ecuacion
del ejemplo 1, obtenemos 3+3:2-4-5+6-1= -5, es decir, la ecuacion se nos convierte en la
identidad -5 = -5.

El conjunto de todas las soluciones de una ecuacion lineal, se conoce como conjunto
solucion de la ecuacidn. Este se obtiene despejando una de las variables en funcién de las
restantes, y haciendo que cada variable libre tome cualquier valor escalar. Con ello se llega
a un elemento generico del conjunto solucion, al cual se le llama solucion general.

Sistemas de ecuaciones lineales.

Definicion:
Un sistema lineal de m ecuaciones con n incognitas x,, X,,..., X, €s un conjunto de m
ecuaciones lineales de la forma

Ay Xy Fa,X, Fa,X, +eees +a,,X, =b,;
Ay Xy + X, FapXy 4 eeee +a,,X,=b,
A Xy F 85X, F 853X +oeeee +a,,X,=b,
Los ndmeros a; (i=1,...,m j=1,...,n) son los coeficientes del sistema y

b,,b,,...,b, son los terminos independientes.

m

Si los términos independientes son todos cero, el sistema se dice homogéneo. Cuando este
ualtimo tiene los mismos coeficientes que el sistema se dice que es un sistema homogéneo
correspondiente o asociado.

Asi, el sistema homogéneo correspondiente al sistema dado es

Ay X +ApX, + X+ +a,X, =0
Ay Xy + Ay X, + ApgXg +eeee +a,,X, =0
Ay Xy F A X, + A Xy e +a,. X, =0

Ejemplo:
Consideremos el sistema
2X, +X, =X, =1
X, +2X, —3X, =4
3X; —2X, +3X, =2

Sus coeficientes son 2, 1,-1,1, 2.-3,3,-2,1 y lostérminos independientes son 1, -4y 2.



El sistema homogéneo correspondiente es
2X, +X, =X, =0
X, +2X, =3X;=0.
3X, —2X, +3%X, =0

Veamos qué entenderemos por solucidn de un sistema de ecuaciones lineales.

Definicion:
Se denomina una solucion del sistema a un conjunto de n ndmeros k;,k,,...,k,,

tales que, al sustituirx, =k,, X, =k,,..., X, =k, entodas las ecuaciones de sistema,

las satisfacen idénticamente. El conjunto de todas las soluciones posibles se conoce
como el conjunto solucion. Cualquier elemento genérico del conjunto solucion se
Ilama solucion general.

Ejemplo:
Probemos que x1=-4, Xxo=-1 Yy X3=3 esuna solucion particular del sistema
4x, +3X, +X, =-16
2X, =X, +5X; =8 '
En efecto, si sustituimos los valores correspondientes tenemos
4(-4)+3(-1)+3 = -16-3+3= -16,
2(-4) - (-1) + 5(3) = -8+1+15=8.

Los sistemas de ecuaciones se clasifican, de acuerdo con la existencia o no de solucion para
el mismo, en compatibles e incompatibles. Si la solucion es Unica, se dice es que
compatible determinado y si posee mas de una solucion se dice que es compatible
indeterminado.

Resolucion de un sistema lineal.

Nuestro objetivo ahora sera lograr un método practico para resolver un sistema de
ecuaciones lineales. Es decir, para determinar todas las soluciones en caso de que estas
existan. Los sistemas més faciles de resolver tienen la forma triangular, o de escalon. En
ellos, la variable delantera en cada ecuacién se presenta a la derecha de la variable delantera
de la ecuacion escrita arriba, o0 sea, en la forma



a X, +a,X, +a X, e +a, X, =b

133 n“*n 1
A,,X, + 8, X, e +a, X, =b,
amnxn = m

Esos sistemas se resuelven comenzando en la parte inferior y avanzando hacia arriba.
Primero se soluciona la ultima ecuacion, a continuacién se sustituyen los valores en la
ecuacion inmediata superior, con lo que también la resolveremos. A este método se le
conoce como método de sustitucion hacia atras.

Ejemplo:
Dado el sistema
X, -4X, +X,-3%x, =1
2X, +2x, =4,
-4X, +2X, =2
podemos rapidamente encontrar su solucion despejando en la Gltima ecuacién x4 en

funcion de xs (0 x3 en funcion de x4, 1o que en este caso no es conveniente dado que X3
no aparece en la segunda ecuacion)

X, =1+2X,.
Despejando x; en la segunda ecuacién y sustituyendo tenemos
X, =2—-X, =2-1-2X, =1-2x,
Despejando x; en la primera ecuacién y sustituyendo llegamos a:
X, =1+4X, — X, +3x, =1+ (4—8x%,)— X, +(3+6x,)=8-3x,

Es decir el sistema solucidén seria

X, =8-3X,
X, =1-2X,
X=X,
X, =1+ 2X,

Una solucion particular del mismo seria, por ejemplo,
X1:5, Xo= -l, X3:1, X4:3.

Veremos ahora un meétodo que nos permita trasformar un sistema dado a un sistema
escalonado facil de resolver, para lo cual necesitamos formalizar algunos conceptos.



Definicion: Dos sistemas de ecuaciones lineales se dicen equivalentes si ambos poseen el
mismo conjunto de soluciones.

Ejemplo:
Los sistemas
X+2y =11 2x —4y=-10
3X-y=5 Y { 5y=20

son equivalentes ya que ambos tienen como Unica solucién x=3, y=4.

Definicion (transformaciones elementales en ecuaciones)

Dado un sistema de ecuaciones lineales se denominan transformaciones
elementales sobre el sistema a las siguientes:

Intercambiar dos ecuaciones (Ei<>E;)).

Sustituir una ecuacién por su suma con otra multiplicada por una constante
(Ei+CEj—)Ei).

Multiplicar una ecuacion por una constante distinta de cero y poner esta nueva
ecuacion en su lugar (cEi—E)).

Teorema

Si sobre un sistema de ecuaciones lineales se realiza una transformacion elemental,
el sistema resultante es equivalente al inicial.

Ejemplo:

Tomemos los sistemas ya vistos anteriormente
X +2y =11 3X + 6y =33
3x -y =5 3x -y =5 "

donde el segundo se obtuvo de multiplicar la primera ecuacién por 3. Ambos sistemas
tienen solucion Gnicay es x =3,y = 4.

Lo mismo sucederia si tomamos los sistemas
X+2y =11 3X-y =5
{5x+3y= 27 7 \x+2y=11’
los cuales también tienen el mismo conjunto solucion que los dos anteriores.

VVeamos ahora un método para reducir un sistema de ecuaciones lineales a un sistema lineal
escalonado.



Método de Gauss.
Consiste en transformar el sistema de ecuaciones en un sistema escalon equivalente

Ejemplos:

1. Apliguemos el método de Gauss al sistema
X+y-22+3w =1
3X+2y-z+2w =4
3X+3y—3z-3w =5

Sustituimos la segunda ecuacion por la suma de ella con la primera multiplicada por
-3,y la tercera por la suma de ella con la primera multiplicada por -3.

X+Yy-2z+3w=1
-y+5z-7w =1,
3z-12w =2
En este caso ya se detiene el proceso. Solamente nos queda despejar
X+Yy-22=1-3w
-y+5z2=1+7w
3z =2+12w

y podemos determinar X, y, z en funcion de w

,_ 2412w
3
y=52—7w—1=w

X=1-y+2z-3w =-8w.
El sistema dado es compatible indeterminado.
Geométricamente.

Veamos la solucidn de los siguientes SEL visto en forma geométrica.

) X+2y =11
3Xx -y =5
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1@

-1A
Si resolvemos este sistema de ecuaciones obtenemos la solucion x = 3, y = 4 que es Unica,

lo que se confirma geométricamente pues cada ecuacion representa una recta en el plano
que se intersectan en un punto, el punto (3, 4).

b) X+2y=11
3x+6y =22
18
-18 5]
-5

Si resolvemos este sistema de ecuaciones llegamos a que el mismo no tiene solucion, lo que
se confirma geométricamente pues cada ecuacion representa una recta las cuales no poseen
ningln punto de interseccion, son paralelas.

4X, +3X, +X; =-16

2X; =X, +5X; =8

c)
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Si resolvemos este sistema  de ecuaciones obtenemos la  solucién

S ={(xl,x2,x3)e R/x, =%(1—2x3), X, =9X3—5_32} :{[%(1—2x3), 9X3’—£_:32,x3j/x3 € R}

es decir, tiene infinitas soluciones. Geometricamente, nos damos cuenta que cada ecuacion
representa un plano en el espacio, estas ecuaciones se interceptan y su interseccion es una
recta, todos los puntos de esta recta son solucion del SEL dado.

Los métodos de solucion de los sistemas de ecuaciones lineales se apoyan en la realizacion
de determinadas operaciones con sus coeficientes, por lo que en la practica es conveniente
abreviar la escritura de un sistema lineal, escribiendo solamente sus coeficientes y términos
constantes debidamente ordenados en forma de rectangulo.

a; a, ... Qg dyy 8p e Ay bl
Ay 8p . Ay 8y Ap o By | D
A 8y e+ 8, 8pp - 8y,  bm

a las cuales se les denominara respectivamente matriz y matriz ampliada del sistema de
ecuaciones lineales Se acostumbra a poner una linea a modo de separador para indicar
donde esta la columna de los términos independientes. Si llamamos A a la matriz del

sistema usaremos la notacion A para su matriz ampliada.
Si tenemos el sistema
2X, +X, = X5 =1
X, +2X, =3X,; =4,
33X, —2X, +3X, =2

entonces, escribiendo solamente los coeficientes de las incognitas Xi, X, y X3, tenemos la
matriz del sistema



2 1 -1
1 2 -3
3 -2 3

Esta matriz es cuadrada de orden 3 y la diagonal principal esta formada por los nimeros 2,
2, 3. El elemento a,, es el que esta situado en la segunda fila tercera columnay es el -3.

Si le agregamos otra columna, formada por los términos independientes de la ecuacion,
obtenemos

2 1 -1|1
1 2 -3 -4},
3 -2 3| 2

que es la matriz ampliada del sistema. Esta matriz no es cuadrada ya que tiene 3 filas y 4
columnas.

En general, se define una matriz como un arreglo rectangular de ndmeros. Las matrices
juegan un papel muy importante dentro del algebra lineal y seran estudiadas con mas
detalle en este tema.

Formalicemos pues el concepto de matriz, del cual ya habiamos hablado.

Concepto de matriz.

Las matrices aparecen por primera vez hacia el afio 1850, introducidas por J. J. Sylvester
El desarrollo inicial de la teoria se debe al matematico W. R. Hamilton en 1853

En 1858, A. Cayley introduce la notacion matricial como una forma abreviada de escribir
un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas.

Las matrices se utilizan en el calculo numérico, en la resolucién de sistemas de
ecuaciones lineales, de las ecuaciones diferenciales y de las derivadas parciales.
Ademas de su utilidad para el estudio de sistemas de ecuaciones lineales, las matrices
aparecen de forma natural en geometria, estadistica, economia, informatica, fisica,
etc.

La utilizacién de matrices (arrays) constituye actualmente una parte esencial de los
lenguajes de programacion, ya que la mayoria de los datos se introducen en los
ordenadores como tablas organizadas en filas y columnas: hojas de célculo, bases de
datos.



Definicion
Llamaremos matriz de m filas y n columnas a toda tabla rectangular de nimeros
dispuestos en m filas horizontales y n columnas, en la forma

a‘ll a12 aln
a a a
A=| %2 22 2n | ( ij )
..... mxn
aml am2 a'mn
Lai-ésimafilade Aes (a, a, .. a,) Y laj-ésimacolumnaes
ay;
a,,
a

mj
A los nimeros a;j les llamaremos coeficientes de la matriz

El nimero aj es el (i, j)-ésimo elemento de A y esta situado en la fila i, columna j. Si la
matriz tiene m filas y n columnas diremos que es una matriz de tamafio mxn. Si m=n
diremos que es una matriz cuadrada de orden n. A la diagonal de la matriz cuadrada donde
estan los elementos de la forma a, se le conoce como diagonal principal. Si en una matriz
cuadrada de orden n todos los elementos de la diagonal principal son iguales a 1y el resto
son ceros, se dice que esta matriz es la matriz identidad de orden n.

Si todos los coeficientes de una matriz de mxn son ceros, decimos que ésta es la matriz nula
de tamafio mxn y se denota por Omx, 0 Simplemente por 0 si no hay lugar a dudas.

Si m=1, diremos que es A una matriz fila'y si n=1 diremos que es una matriz columna.

Si Aescuadradareal y a; =a; paratodo iy todo j, la matriz se dice simétricay, si

a; =—a;, se dice antisimétrica.
Ejemplos:
2 4 )
1. 3 1 es una matriz cuadrada de orden 2.
2x2
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3
1| esunamatriz columna.
4

-1 2 1

2 5 4| Estaes una matriz simétrica de orden 3.

3. , €s una matriz fila.

1 4 6

0
5. 0= J es matriz nula de 2x1 o matriz columna nula de tamafio 2x1.
00 )
6. 0= 0 es matriz nula de orden 2.
0 00O
0 0O
7. 0= es la matriz nula de tamario 4x3.
0 0O
0 0O

4x3

VVeamos los siguientes casos particulares de matrices.

Si A es una matriz cuadrada cuyos elementos son a , entonces su diagonal principal estara

ij !
formada por los a;. La matriz A es triangular superior si todos los elementos debajo de la
diagonal principal son cero, ejemplo
1 2 4
A=|0 3 6

0 01

A es triangular inferior si todos los elementos por encima de la diagonal principal son
cero,

©O B O W
o N w O
o o O O
0 O O O

11



A es diagonal si todos los elementos arriba y debajo de la diagonal principal son cero.
3000

o O O

00
0 6
00

0 O O

A se dice escalar si es diagonal y todos los elementos de la diagonal son iguales.

o O O v
o O 9 O
O O O O

Ejercicios:
Dados los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

X, +2X, +5X; =9 2% _9% =0
X+5y=1 2 4
|.{ y ] % —x,+3%, =2 Il.) 7x+5 -1k, =0
=7
X+y 3X; —6X, —X; =25 X, — 2%, —2%;, +3X, =0

a) Dé la matriz asociada y la matriz ampliada para cada caso.
b) Aplique el Método de Gauss para resolver los SEL.

c) Clasifigue cada SEL en compatible determinado, compatible indeterminado o
incompatible de acuerdo al conjunto solucién.

Resumen de la clase:
» ¢Cbomo se representa un SEL de m ecuaciones con n incégnitas?
¢Qué significa resolver un SEL?
¢Cuando un SEL se dice homogéneo?
¢Cuando un SEL se dice no homogéneo?
¢Cuando se dice que un sel es compatible?
¢ Como se clasifican los sistemas atendiendo a sus soluciones?
¢Cuando se dice que dos sistemas son equivalentes?

YV V.V V V V V

¢ Qué es la matriz de un sistema?

12



> ¢A qué llamamos tamafio de la matriz?

» ¢Cuando decimos que una matriz es cuadrada?
» ¢Cémo es la matriz nula?

» ¢Cémo es la matriz identidad?

Bibliografia
Libro de texto:
Algebra Lineal, Colectivo de autores

Estudio independiente

Pag. 5 a la P4g. 23. Libro Algebra Lineal, Colectivo de autores

Ver con detalle los ejemplos incluidos en las paginas de la 5 a la 23
Resolver los SEL 1-19 de las 84-87 del libro de texto
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