CAPITULO I: SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES.

En la Matematica escolar se estudian los sistemas de 2 ecuaciones lineales con 2
variables y los sistemas de 3 ecuaciones lineales con 3 variables, asi como los
metodos de resolucion de cada uno de ellos.

Con el estudio de este capitulo se iniciara la busqueda de un método general para
resolver un sistema de ecuaciones lineales con cualquier cantidad de ecuaciones y
cualquier cantidad de variables, asi como de “herramientas” que nos permitan
racionalizar la resolucion de estos sistemas.

Una de esas ‘“herramientas” son las MATRICES, que constituyen objetos
matematicos cuyo uso es cada vez mas frecuente en la modelacion matematica de
innumerables problemas de la préctica y la investigacion cientifica, incluso en la
Computacion.

1.1. Matriz.

¢, Qué es una matriz?

Analizar el siguiente problema:

“Tres cooperativas: A, B y C, estan situadas formando un tridngulo. Para ir de A a B,
pasando por C, se recorren 27 km; el recorrido de B a C, pasando por A, es de 29
kmy el de C a A, pasando por B, es de 32 km. ¢Qué distancia hay entre cada dos
cooperativas?” (Tomado del libro Matematica 12, segunda parte, p 55)

Una representacion grafica facilitaria la comprension y el planteo matematico de la
situacion descrita:

C
X y
A B
z
Xx+y =27
X +z=29
y+z=32

Se ha planteado un sistema de tres ecuaciones lineales con tres variables.
Si despojamos a este sistema de las variables y los signos de la relacion “igual a” se
obtiene:



Definicion: (matriz)
Se denomina matriz a una tabla o arreglo rectangular formado por elementos
(numeros reales) dispuestos en filas y columnas:

dji1 aiz aiz... din

dp1 A2 Az3... Azn

dm1 Am2 am3-..8mn

Notacion: Las matrices se denotan por letras mayusculas de nuestro alfabeto
(A, B, ..., Z) o abreviadamente por (a ;) con i, jeN" y se escriben entre
paréntesis o corchetes.

Sus elementos se denotan por a ij, donde el primer subindice, i,
representa el nimero de la fila en que él est4 ubicado y el segundo
subindice, j, el nUmero de la columna.

Ejemplo 1:
Son matrices:
110 11 0 27
A=|1 0 1 y B=|1 01 29
011 011 32

A la matriz A se le denomina matriz de los coeficientes del sistema de ecuaciones
lineales y a la matriz B, matriz ampliada.

Las filas son horizontales y las columnas, verticales. Asi, por ejemplo, la fila 1 de
lamatrizAes1,1,0,lacolumna3 esO0,1,1. EnlamatrizB, lafila2es1,0,1,29y
la columna 4 es 27, 29, 32.

El elemento que esta en la fila 1 y la columna 4 de la matriz B es 27, o sea, b= 27.
Al observar la matriz A se puede afirmar que tiene 3 filas y 3 columnas y si se
observa la matriz B se puede decir, analogamente, que tiene 3 filas y 4 columnas.

Al par ordenado (m;n) donde m es la cantidad de filas que tiene una matriz Ay n es
la cantidad de columnas de esta, se le denomina tipo de una matriz y se denota
por: t(A)=(m;n).

Ejemplo 2:
t(A)=(3;3) t(B)=(3;4)

Observacion:

En la matriz A, el numero de filas es igual al nimero de columnas, en este caso, en
lugar de decir “tipo de A” se puede decir “el orden de A es 3” y se dice que la matriz
A es cuadrada.

Definicion: (matriz cuadrada)
Toda matriz en la que la cantidad de filas es igual a la cantidad de columnas se
denomina matriz cuadrada.

Y ¢qué es la diagonal principal de una matriz?



Esta formada por los elementos a i, es decir, aquellos elementos que ocupan una
posicién donde coincide el numero de la fila con el de la columna donde estan
ubicados.

Ejemplo 3:
En la matriz A la diagonal principal est4 formada por los elementos a;; =1, a;2=0
Yy ass =1, o sea:

N1 0 1 0 27
A= 1\\1 yenB: B= |1 1 29| también.
01 0 1 R

1.2 Algunas clasificaciones de matrices.
Existen diferentes clasificaciones de matrices. A continuacion se mostraran algunas
de ellas y sus caracteristicas:

Matriz fila: Son matrices de tipo ( 1; n) con n > 0.
Ejemplo 4:
LamatrizF =(1 0 —2) es una matriz fila de tipo (1;3).

Matriz columna: Son matrices de tipo (m; 1) con m > O.

Ejemplo 5:
4

La matriz C = 1 es una matriz columna de tipo ( 4; 1).
0

Matriz nula: Es una matriz cuyos elementos son todos iguales a cero.
Ejemplo 6:

_ 00 0 00O :
Las matrices O = y Q= son matrices nulas donde
0 0 0 00O

Oesdeorden2yt(Q)=(2;3).

Matriz transpuesta:

La matriz transpuesta de una matriz A es la matriz que resulta de intercambiar en A
las filas por las columnas y se denota A.

Ejemplo 7:

3 -1 3 5
La matriz R'= (5 9 ] es la transpuesta de la matriz R = [ 1 gj.

1
Lamatriz F'={ 0| es latranspuesta de lamatriz F=(1 0 —-2).



Observacion:
Los elementos de la diagonal principal no cambian su posicion.

Reflexionar sobre:
¢ Cuél es la matriz transpuesta de R'? oY de F'?

A continuacion se veran algunas clasificaciones de matrices cuadradas:

Matriz unidad: (unitaria o idéntica )

Es una matriz cuadrada donde los elementos de la diagonal principal son todos
iguales a 1y los restantes son cero (0).

Ejemplo 8:

01 son matrices unidad de orden 2 y 3,

o - O
O O

1

) 10
Las matrices I, = e Iz= |0
0

respectivamente.

Matriz simétrica:
Es una matriz cuadrada para cuyos elementos se cumple que a j; = a i (para todo

i,jeN ).

Ejemplo 9:
110 1 -3 5

Las matrices A=|1 0 1|y S=|-3 2 1| son matrices simétricas.
011 5 1 4

Observacion:
En una matriz simétrica los elementos que estan situados de forma simétrica con
respecto a la diagonal principal son iguales.

Reflexionar sobre:
e ¢ Una matriz unidad es una matriz simétrica? ¢, Y una matriz nula?
e Hallar la transpuesta de A y de S. Compare cada matriz con su transpuesta.
Formule una proposicién verdadera. ¢Se cumplird para todas las matrices
simétricas?

Matriz antisimeétrica:
Es una matriz cuadrada para cuyos elementos se cumple que aj; =—ajiyai=0
(paratodoi, j eN).

Ejemplo 10:
0 -4 5
Lamatriz N=| 4 0 -7| esuna matriz antisimétrica.
-5 7 0



Observacion:

En una matriz antisimétrica los elementos que estan situados de forma simétrica con
respecto a la diagonal principal son opuestos y los elementos de la diagonal
principal son cero.

Reflexionar sobre:
¢Una matriz unidad es una matriz antisimétrica? ¢ Y una matriz nula?

Matriz diagonal:
Es una matriz cuadrada cuyos elementos a;j= 0 si i j (paratodoi, j eN’).
Ejemplo 11:

10 0

10

LamatrizD=|0 2 0 | esunamatrizdiagonaly E = (O O] también.
0 0 -3

Observacion:
En una matriz diagonal los elementos situados en la diagonal principal pueden o no
ser cero, pero los que estan fuera de la diagonal principal si son todos cero.

Reflexionar sobre:
¢ Una matriz unidad es una matriz diagonal? ¢Y una matriz nula?

Matriz escalar:

Es una*matriz cuadrada cuyos elementos a;j=0sii=jyaii=k (k € R) para todo
i,jeN.

Ejemplo 12:

son matrices escalares.

o O o
o o1 O
o1 O O

-1 0
Las matrices M = [ 0 J y L=

Reflexionar sobre:
¢JUna matriz unidad es una matriz escalar? ¢ Y una matriz nula?

Matriz triangular superior:
Es una matriz cuadrada cuyos elementos ajj= 0 sii>j(paratodoi,j € N).
Ejemplo 13:

-2 1 0
LamatrizT=| 0 7 3 es una matriz triangular superior.
0 0 -5

Observacion:
En una matriz triangular superior los elementos situados por debajo de la diagonal
principal son cero.



Reflexionar sobre:
e ¢Una matriz unidad es una matriz triangular superior? ¢Y una matriz nula? ¢Y
una matriz diagonal? ¢Y una matriz escalar?
e ;COmo se definird una matriz triangular inferior?

1.3. Matrices iguales.

Hasta aqui se han visto algunas clasificaciones de matrices y se han comparado
algunas de ellas, pero ¢, cuando dos matrices son iguales?

Definicion: (matrices iguales)

Dos matrices Ay B son iguales si son del mismo tipo y los elementos situados en la
misma posicion respectivamente, en cada una de ellas, son iguales, o sea, aij = b i
(paratodoi, j eN).

Ejemplo 14:

. 1 2 1 2 _
a) Las matrices A= yB= son iguales.
3 4 3 4

-2 1 a l
b) SiP = ( 0 3j determine los valores de ay b en la matriz Q = (b 3] sabiendo

que P = Q.
Solucion:
Como P = Q entonces se tiene que -2 =ay0=h.

1.4. Operaciones con matrices.
1.4.1. Adicion de matrices. Propiedades.

En el epigrafe 1.1 se defini6 un ente matematico: matriz, ante la necesidad de
modelar algunos problemas o para racionalizar el procedimiento de solucion de un
sistema de ecuaciones lineales cualquiera.

Sean las matrices:

3 -1 2 4 -3 2 1 -1 1 -4 0
A=l1 0 -1 0 B=({1 -10 3 C=|2 -5 6
2 -1 0 O 2 1 1 5 3 0 -7

¢, Se podran adicionar las matrices? ¢ Se podra encontrar una matriz que exprese el
resultado A + B? ;Y A+C?

Con estos objetos matematicos se pueden realizar operaciones al igual que las que
realizamos comunmente con los numeros en los diferentes dominios numeéricos.

Sea Mm:n)( R) el conjunto de las matrices de tipo (m;n) con elementos reales.

Definicion: (adicion de matrices)
La funcién definida por:  Mmn( R) X Mmn( R) = M@mn)( R)



(A;B) >A+B
se denomina adiciéon de matrices.

Observacion:

En la definicion anterior se debe observar que las matrices A y B pertenecen a un
mismo conjunto de matrices por lo que son del mismo tipo, al igual que el resultado
A+B, es por ello que se dice que la adicion de matrices es una operacion interna.

Pero, ¢ como se obtiene la matriz A+B?

Definicién: (suma de matrices)

Sean A= (aij;)y B =(bi;) dos matrices de igual tipo. La suma de las matrices Ay B
es la matriz A+B = (a;j + b i) (para todo i, j eN’) tal que cualquier elemento de ella
es la suma de los elementos que ocupan igual posicién en Ay B respectivamente.

Observacion:
Se destaca que adicién es el nombre de la operacién y suma es el nombre del
resultado de esta operacion.

Ejemplo 15:

Retomemos la situacién planteada al inicio de este epigrafe con las matrices A, B y
C:

Determinemos el tipo de cada matriz: t (A) = (3;4), t (B) = (3;4) y t (C) = (3;3).
Entonces segun la definicibn de suma de matrices solo podemos calcular A+B, ya
gue Ay B son de igual tipo:

3 -1 2 4 -3 2 1 -1 0 1 3 3
AtB= |1 0 -1 0 +|1 -10 3|=|2 -1 -1 3
2 -1 0 O 2 1 1 5 4 0 1 5

Se insiste en que: t (A+B) = t (A) =t (B).

Al igual que la adicion en los dominios numeéricos, la adicion de matrices cumple
propiedades:

Propiedades de la adicion de matrices:

Cualesquiera sean las matrices del mismo tipo A, By C se cumple que:
1)A+B=B+A. conmutatividad

2)(A+B)+C=A+(B+C) asociatividad

3)A+ 0 =0+ A=A existenciadel elemento neutro (donde O es la matriz

nula del tipo correspondiente)

4) Para cada matriz A existe una matriz denotada por —A tal que:

A + (-A) = (-A) + A = O existencia del elemento opuesto (donde -A es la
matriz opuesta de Ay se obtiene de cambiar cada elemento de la matriz A por su
opuesto).
5)(A+B) =A"+B'

Las demostraciones de las cuatro primeras propiedades se realizan aplicando las
definiciones dadas y las propiedades correspondientes de los numeros reales para la
adicion.



Demostracion de la propiedad 5:
Premisa: A, B, C € Mmn(R)

Tesis: (A+B) =A" +B'
Observa que se trata de demostrar una igualdad, por lo que podemos utilizar una de
las siguientes vias:
e Partir de uno de los miembros de la igualdad y mediante la aplicacion de
definiciones, teoremas o propiedades, llegar al otro miembro de la igualdad.
e Desarrollar cada miembro de la igualdad por separado y comparar los
resultados obtenidos. Si estos son iguales, se cumple la propiedad, en caso
contrario, no se cumple la propiedad.

En este caso usaremos la primera via mencionada:

Sean:
all a12 ' ' ' ain bll b12 ' . . bln
Az | B B2 o - By y B= b, b, . . . by
aml am2 amn bml bm2 ' ) ) bmn

matrices de tipo (m;n).
a11 a21 t aml bll bZl
a12 a22 tee a‘m2 b12

ml

. O
o T

o n2

AT +BT =

aln a'2n e amn bln b2n e bmn

a11 + bll a'21 + b21 tee a'ml + bml
— a12':"b12 azz':"bzz amz-:'_bmz :(A+B)T
ain + bln a2n + bZn amn + bmn

Luego, por simetria de la igualdad, se cumple la propiedad (A + B)" = AT + B".

1.4.2. Sustraccion de matrices.

-3
Para resolver este ejercicio se debe recordar que si tenemos la ecuacion:
4 + x = 1 esta se resuelve de la siguiente forma:
4+x=1
x=1-4
=-3
teniendo en cuenta que la adicidon en el dominio R posee una operacion inversa: la
sustraccion.
Procedamos entonces de manera anéloga:
A+X=B
X=B-A
Pero, ¢como obtener la matriz B — A? ¢ Existe?

1 5 0 1
Resolver la ecuacion: A + X = B sabiendo que: A = (7 j yB= ( J



Definicién: (sustraccion de matrices)
La funcién definida por:  Mmn( R) X Mmn( R) = M@mn( R)

(A;B) > A-B
se denomina sustraccion de matrices.

¢ Y como se obtiene la matriz resultante A — B de esta operacion?

Definicién: (diferencia de matrices)

Sean A= (aij)y B =(bj;) dos matrices de igual tipo. La diferencia de las matrices
AyB eslamatrizA—B=(a;;—bij) (paratodoi, j eN), tal que cualquier elemento
de ella es la diferencia de los elementos que ocupan igual posicion en A y B
respectivamente.

Ejemplo 16:
Retomemos la ecuacion planteada al inicio de este epigrafe:
A+X=B
X=B-A

Y hallemos su solucion que es la matriz B — A:

0 1 1 5 -1 -4
X=B-A= - = :
2 -1 7 -3 -5 2
Observaciones:
e Se destaca que sustraccion es el nombre de la operaciéon y diferencia es el
nombre del resultado de esta operacion.

e Al igual que la adicion, la sustraccion de matrices solo se puede realizar entre
matrices de igual tipo.

1.4.3. Multiplicacién de un numero real por una matriz.

En los diferentes dominios huméricos, cuando tenemos las sumas:
3+365+5+5 6 -1-1-1-1-1

¢,De qué otra manera mas abreviada las podemos expresar?

Pues simplemente se escribe: 2:3 6 3:5 6 5-(-1) respectivamente.
Se puede observar que las sumas se transforman en el producto de un namero real
(que representa las veces que se repite el mismo sumando) por el sumando.

¢, Se podra proceder analogamente con las matrices?
Es decir, si tenemos una matriz A de cualquier tipo, en lugar de calcular A+A+A,
¢podremos calcular 3- A? ¢ COmMo?

Definicion: (multiplicacion de un nimero real por una matriz)
La funcién definida por: R X Mmn)( R) =& Mmn)( R)

(A;A) > 4-A



se denomina multiplicacion de un niumero real por una matriz.

Observacion:

En la definicion anterior se debe observar que los elementos que se operan no
pertenecen a un mismo conjunto como en la adicion. En esta operacion interviene un
namero real y una matriz dando por resultado una matriz, 1 -A, del mismo conjunto
que la matriz A. A operaciones como la multiplicacion de un nimero real por una
matriz se les denomina operacion externa.

Pero, ¢como se obtiene la matriz 4-A ?

Definicién: (producto de un nimero real por una matriz)

Sea A una matrizy A un namero real. La matriz A -A se obtiene multiplicando por el
namero real 4 a cada elemento de la matriz A.

O sea, 4 (aix) = (4 -aix) abreviadamente (para todo i, k eN").

Ejemplo 17:
-1 2 4
Seal=3RylamatrizA=| 1 5 7| entonces:
2 0 3
-1 2 4 -3 6 12
AA=3-|1 5 7|=|3 15 21
2 0 3 6 0 9

Observacion:

En lugar de decir “multiplicacion de un niumero real por una matriz’ o “producto de
un numero real por una matriz” también es comun decir “multiplicaciéon de un
escalar por una matriz’ o “producto de un escalar por una matriz”. Esto se debe a
gue a los elementos de la estructura algebraica cuerpo se les denomina escalares y
el dominio de los nimeros reales R es un cuerpo, por lo que a sus elementos se les
puede denominar, por tanto, escalares.

Propiedades de la multiplicacion de un niamero real por una matriz:
Sean A,B € Mmn(R)Y 4,4 €R:

1) A (u-A)=(A u)-A

2) (A+u) -A=1-A+ u-A

32 (A+B)=41-A+ 1-B

4)1-A=A
5) (-1)- A =-A
6)0-A=0
7) A-0=0

8) (A-A) = A(A").

Demostracion de la propiedad 3:
Premisa: A,B e Mmn(R), 4 € R

Tesis: 1 (A+B)=A1-A+ 1-B
Observa que se trata de demostrar una igualdad.
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Sean A=(ai;),B=(bij)y A eR(coni,jeN):
A-A+ A-B= A (aij)+ A (b;j) sustituyendo

= (A a&j)+(Abjj) pordefinicion de producto de un numero
real por una matriz

= (A aj +A4bi) por definiciébn de suma de matrices

= (A (& +bij)) por propiedad distributiva de la
multiplicacion con respecto a la
adicibn en R

= A (aij +bij) por definicién de producto de un nimero
real por una matriz

=1 (A+B) sustituyendo

Luego, por simetria de la igualdad, se cumple la propiedad 2 (A+B)=41-A+ 4-B.

Demostracion de la propiedad 5:
Premisa: A € Mmn(R), (-1)e R

Tesis: (-1) -A=-A

Observa que se trata de demostrar una igualdad. Para ello procederemos de la
siguiente forma:

Sabemos que A + (-A ) = (-A ) + A = O por propiedad de la adicién de matrices y si
—A = (-1) A entonces (-1) A debe cumplir la misma propiedad que —A.

Sea A € Mmn(R):

A+(-1)A=1-A+(-1)A por propiedad 1- A=A

=(1+(-1))-A porpropiedad (L+u)-A=A1-A+ u-A
=0-A por ser 1 y —1 nimeros reales opuestos

=0 por propiedad 0- A =0
Luego, se cumple la propiedad (-1) - A=-A.
Observacion:
Al igual que en el dominio de los numeros reales R, en lo adelante, en lugar de
escribir A + (—B) se puede escribir A — B.

1.4.3. Multiplicacién de matrices.
Mientras que la adicion se definié solamente para matrices de igual tipo, definiremos
la multiplicacién para matrices que cumplen otra condicion: que estan enlazadas.

Definicion: (matrices enlazadas)
La matriz A de tipo (m;n) se llama enlazada con la matriz B de tipo (p;q) si n=p, es
decir, si el niumero de columnas de A coincide con el numero de filas de B.

11



Ejemplo 18:

2 5 -1
3 4 1 2 1
Sean las matrices: A = 21 1 y B=|7 —-4| dondet(A)=(43)y
. 2 3
10 2

t (B) =(3;2) entonces A esta enlazada con B.

Definicién: (multiplicacion de matrices)
La funcién definida por:  Mm:n)( R) X Manp( R) = Mmp( R)

(A;B) > A-B
se denomina multiplicacién de matrices.

Pero, ¢cémo se obtiene la matriz resultante A-B de esta operacion?

Definicion: (producto de matrices)

Sea A = (&) de tipo (m;n) una matriz enlazada con la matriz B = ( b;j) de tipo (n;p).
Entonces la matriz A-B = C es la matriz de tipo (m;p) cuyos elementos c i x se
obtienen:

n
Cik= Y. a;-by=airhix+aizbax+... +ainbnk
o

(paratodoi, j, k eN)

Observacion:

Para obtener el producto de dos matrices se efectla la suma de los productos de los
elementos de cada fila de A ( primera matriz ) por los elementos correspondientes de
cada columna de B ( segunda matriz ).

Ejemplo 19:
Ya sabemos que la matriz A (del ejemplo 18) estd enlazada con B, por lo que
podemos obtener el producto A-B de la siguiente forma:

2 5 -1 s 4y [T 21+5(-4)+(-1):3) (37 -21

3 4 1 32447412  —————— 36 -10
A-B= . 7 —-4|= =

7 1 -1 s g |TT 71+1(-4) + (-1)-3 19 0

1 0 2 12+07+23  —————— 6 7

(4;3) (3;2) (4;2)

¢, Se podra calcular B - A?
t(B)=(3;2) t(A)=(4;3) y2 =+ 4,luego, B no esta enlazada con A.
No se puede calcular el producto B-A.

Veamos otro ejemplo:
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Ejemplo 20:

2

En este caso se cumple que A esta enlazada con B y B esta enlazada con A por lo
gue se puede obtener A-ByB - A.

3 4 -1 2
SeanA—(O JyB—[l lj.t(A)—(2,2)—t(B).

1 10 -3 0
A:-B= y B-A= y se tieneque A-B#B-A
2 2 3 6

2 3 5 -1
Sinembargo,paraA:( 3 2] yB:( SJ si se cumple que A-B=B - A.

Compruébelo.

Reflexionar sobre:
¢, Se cumplira la propiedad conmutativa para la multiplicaciéon de matrices?

Propiedades de la multiplicacion de matrices:

Si existen los productos y sumas considerados para las matrices A, B y C, entonces
se cumple:

1)(A-B)-C=A-(B:-C) asociatividad
2)A-(B+C)=A-B+A:Cdistributividad a la izquierda

3)(B+C)-A =B:-A+C:Adistributividad a la derecha

4H) L (A-B)=(1-A)-B=A(A-B)paratodol € R

5)(A-B) =BT-A"

No se cumple la conmutatividad de la multiplicacion de matrices ya que no se
cumple para todas las matrices que estan enlazadas.

Se sabe que en los dominios numeéricos el producto de dos numeros es cero si y solo
si uno de los numeros o factor es cero. ¢Se cumplird también esa propiedad para el
producto de matrices?

Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 21:
Hallar el producto A-B, si es posible, sabiendo que:
1 20 0 0O
A=/ 0 1 0| yv B=|0 0 0
-1 40 1 4 9
t(A)=(3;3) t(B)=(3;3) luego,t(AB)=(3;3)
0 00O
AB=|0 0 0|=0
0 00O

Halle B-A.
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Observaciones:
e En este ejemplo se ha obtenido la matriz nula O, sin embargo, ninguna de las
matrices factores es nula.
e Luego, en el conjunto de las matrices no se cumple la propiedad: A-B=0
si y solosi A=0 o B = 0, es decir, que A-B = O no significa que,
necesariamente, A o B sean las matrices nulas.

¢ Existira alguna matriz X tal que A-X = A?

Veamos:

Sea A una matriz cualquiera de tipo ( m; n) y la matriz unitaria | de orden n. Hallemos
el producto A-l :

Q; 4, - &, 10 0 Q; 4, - &,
A' I — a21 a22 a2n 0 1 0 — a21 a22 a2n — A
00 0
an Ay, an, 00 ..1 - R <

Compruebe que I, matriz unitaria de orden m, cumple que I'-A=A

Con esto hemos demostrado otra propiedad de la multiplicacion de matrices: la
existencia del elemento neutro, la matriz unitaria (a la izquierda y a la derecha).
Observaciones:

e Para las matrices de tipo ( m; n) existe un elemento neutro a la izquierda, la
matriz unitaria | de orden m, que es diferente del elemento neutro a la
derecha, la matriz unitaria | de orden n.

e En el caso de las matrices cuadradas, si existe un elemento neutro unico tal
qgue: A:1 =1-A = A. ( Reflexionar por qué ).

1.5. Rango de una matriz.

1.5.1. Transformaciones elementales.

En este epigrafe se tiene el propdsito de comenzar la busqueda de un procedimiento
gue permita resolver un sistema de m ecuaciones lineales con n variables utilizando
el mismo principio que en los sistemas de ecuaciones lineales estudiados en la
Escuela: reducir el nimero de variables en cada ecuacion del sistema.

Desde la Educaciéon Primaria se conoce que para resolver ecuaciones se deben
aplicar un conjunto de transformaciones denominadas equivalentes, que permiten
despejar la variable (o las variables) presente en la ecuacion. Entre ellas se pueden
recordar las siguientes:

e Se puede multiplicar o dividir una ecuacién por un numero distinto de cero.

e Se puede adicionar o sustraer a ambos miembros de una ecuacién un mismo

namero.

En el caso de los sistemas de ecuaciones lineales (de dos ecuaciones con dos
variables o de tres ecuaciones con tres variables), ademas:

e Se puede permutar ecuaciones.

e Se puede adicionar o sustraer a una ecuacioén un multiplo de otra ecuacion.

¢ Existiran transformaciones analogas que se le puedan aplicar a las matrices?
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Definicion: (transformaciones elementales)
Si una matriz B se origina de una matriz A de modo tal que:
|. Se permutan dos filas o dos columnas.
Il. Se multiplica una fila 0 una columna por un nimero real distinto de cero.
lll. Se adiciona a una fila o columna un mdltiplo cualquiera de otra fila o columna,
entonces se dice que B se origina por una transformacion elemental de la matriz
A.

¢ Seré posible transformar una matriz cuadrada en una matriz triangular superior
aplicando las transformaciones elementales?

Ejemplo 22:

Consideremos la matriz cuadrada A y apliquémosle las transformaciones
elementales anteriormente definidas, para expresarla como una matriz triangular
superior:

-1 3 213 -1 3
A= 2 -1 3 0 -7
-3 0 M4 7 0 O

Observacion:
Se ha logrado transformar a la matriz cuadrada A en una matriz triangular superior,
pero ¢,como se ha procedido?

e Se debe marcar la diagonal principal y anular todos los elementos por debajo
de ella.

e Primero se trabaja en la 1ra. columna a partir de la 1ra. fila, que queda fija, y
se multiplica la 1ra. fila por el nimero que sea necesario de forma tal que al
adicionarla a la 2da. fila el elemento a,; sea 0 (a veces se necesita multiplicar
también la 2da. fila para lograr que los elementos a 1,y a 21 Sean opuestos).
En este mismo paso se trabaja analogamente entre la 1ra. fila y la 3ra. para
lograr hacer O el elemento a 31.

e Después se trabaja en la 2da. columna a partir de la 2da. fila, que queda fija,
y se multiplica la 2da. fila por el nUmero que sea necesario de forma tal que al
adicionarla a la 3ra. fila el elemento a 3 , sea 0 (en este caso se debe
multiplicar también la 3ra. fila por un nimero para lograrlo).

e Andalogamente, se continla este procedimiento, si es necesario segun el tipo
de la matriz, trabajando en la 3ra. columna a partir de la 3ra. fila, que queda
fija y asi sucesivamente.

e Todo esto se sefiala como se observa en el ejemplo 22: la flecha parte de la
fila a partir de la que se va a realizar la transformacion y llega hasta la fila
donde se va a escribir el resultado de dicha transformacion, la zaeta indica la
fila que se cambia. Se debe ser cuidadoso al colocar los nimeros por los que
se debe multiplicar convenientemente, al nivel de la fila que se multiplica
indicando al lado derecho de esta flecha y al nivel de la ecuacion
correspondiente el numero por el que se multiplica en cada caso.

e Observar que se multiplican todos los elementos de la fila (o filas) y se suman
algebraicamente con el que le corresponda en su columna escribiendo el
resultado en la fila indicada por la zaeta.
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Pero, ¢sera posible transformar una matriz que no sea cuadrada en una matriz
triangular superior aplicando las transformaciones elementales?

La respuesta es no, porque si la matriz no es cuadrada no puede ser triangular
superior. Sin embargo, si se pueden aplicar las transformaciones elementales a una
matriz que no sea cuadrada y obtener una matriz en forma “trapezoidal”.

Ejemplo 23:
Consideremos la matriz B de tipo (3; 4), no cuadrada, y apliguémosle las
transformaciones elementales:

10 27) | 1 .1 0 27 1 0 2]

B=|1N 1 29 J\&\; 2 0Nl 1 2
01 32 0 1 32 0 0 _
Observen como en la ultima matriz obtenida, luego de hacer cero todos los
elementos por debajo de la diagonal principal, la forma que nos sugieren los

elementos por encima de la diagonal principal es la de un trapecio, de ahi que se
dice que esta en forma “trapezoidal”.

Observacion:
En general, a la forma “triangular superior’ o “trapezoidal” se le llama “escalonada” o
“matriz escalon”.

1.5.1. Rango de una matriz.

Pero, ¢,qué es el rango de una matriz?

Se le llama rango de una matriz A al nimero real que expresa la cantidad de
elementos consecutivos distintos de cero que hay en la diagonal principal de una
matriz escalonada y se denota: r (A) =n.

Luego, para calcular el rango de una matriz hay que expresarla en forma
escalonada.

Y ¢seran iguales los rangos de la matriz original y de la matriz transformada?
Precisamente eso lo asegura el siguiente teorema:

Teorema 1:

El rango de una matriz permanece invariante al aplicarle las transformaciones
elementales.

Ejemplo 24:
El rango de las matrices de los ejemplos 20y 2l es:r(A)=3,r(B)=3.
¢,Cudl es el rango de las matrices siguientes?

130 2 3 4

0 3 0% 1 5
C= r(C)=2 D=

0 0 00 0

0 00 000 -

En el caso de la matriz C es facil ver que estad en la forma escalonada y en su
diagonal principal hay dos elementos consecutivos distintos de cero, por lo que su
rango es dos.
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Sin embargo, en la matriz D, aunque est4 en la forma escalonada, hay un cero
intercalado en la diagonal principal, entonces no podemos determinar su rango
todavia. ¢ Qué hacer?

Pues debemos quitar ese cero del lugar en que esta. ¢ Como? Permutando la fila o la
columna en que €l se encuentra con otra fila o columna que nos permita obtener un
namero distinto de cero en dicho lugar (d; ;). Permutemos las columnas 2 y 4:

2 3 4 N4 32
o™ 1 5 0 1 0
1o 0 0 0 0 0
000 4 0 -4 0

Pero, observen que ahora la matriz obtenida no esta escalonada, por lo que
debemos volver a aplicar transformaciones elementales para expresarla en dicha
forma:

4 3 2 N4 3 2 4 3 2
0 1 0| |4 0 10 10
0 0 0 00 0 4 0
0 -4 0 5 (0 0 4 l-B 0 0O

Luego,r (D) =3.

Si observamos nuevamente la matriz A del ejemplo 22 nos percatamos que su
rango, que es 3, coincide con su orden. Las matrices con esta caracteristica se
denominan matrices regulares o no singulares.

Definicion: (matriz regular o no singular)
Toda matriz cuadrada cuyo orden coincida con su rango se denomina matriz regular
0 no singular.

Reflexionar sobre:

e ¢ Cual puede ser el rango de una matriz fila?
¢,Cudl puede ser el rango de una matriz columna?
¢,Cudl es el rango de una matriz nula de orden n? ¢ Es regular?
¢,Cudl es el rango de una matriz unidad de orden n? ¢ Es regular?
¢, Como varia el rango de una matriz si se le afiade una fila?
¢, Como varia el rango de una matriz si se le afiade una columna?

1.6. Inversa de una matriz.
En el dominio de los nimeros reales (al igual que en Q. y Q) se cumple que:

2 3 3 2
en general, para cada numero real “a” (distinto de cero) existe otro numero real “a
talquea-a'=a'-a=1, donde a’ es el inverso de ay 1 es el elemento neutro de
la multiplicacion en R.
¢.Se cumplira lo mismo en el conjunto de las matrices?

-1«
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1 0 2
SiA=|2 -1 3|, ¢tendra solucidon la ecuacion matricial A - X = | donde | es la
4 1 8

matriz unidad de orden 3?

Al estudiar la multiplicacion de matrices comprobamos que, aungque no se cumple la
propiedad conmutativa para esta operacion, si existen algunas matrices que
conmutan con otras. Pero, dada la condicibn exigida para poder realizar la
multiplicacion de matrices (que deben estar enlazadas), se ha observado que las
matrices que conmutan con otra cumplen una condicion: son cuadradas.

Entonces se puede pensar que, quizas bajo cierta condicion, existen matrices
cuadradas que no sélo conmutan, sino que ademas, su producto sea la matriz
unitaria.

Definicién: (matriz inversible)

Una matriz cuadrada A es inversible si existe otra matriz cuadrada B, que conmuta
con A,y que cumpleque: A-B=B-A=1.

Ejemplo 25:

2
La matriz A = (5 ] es inversible porque:

e t(A)=(2;2),0sea, Aes cuadrada,

3

e existe una matriz B, de orden 2, B = (5
2 -1 3 -1 10

A:-B= . = y
5 -3 5 -2 0 1

3 -1 2 -1 1
B-A= . =
(5 -2 (5 -3 [o

Pero, ¢toda matriz cuadrada sera inversible?

tal :
2) al que

o

-

Teorema 2:
Una condicidén necesaria y suficiente para que una matriz A sea inversible es que A
sea regular (no singular).

Definicion: (matriz inversa)
Se denomina matriz inversa de una matriz inversible A a una matriz A" que cumple
que: A-AT=A-AT=1.

Observacion:
Si Al es lainversa de A, entonces A es la inversa de AL. Pruébelo.

Ejemplo 26:

En el ejemplo 25, B es la inversa de la matriz A y viceversa, A es la inversa de la
matriz B. ¢, Sera la Gnica?
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Teorema 3:
La matriz inversa de una matriz cuadrada A, si existe, es Unica.
Demostracion:
(Extraiga la premisa y la tesis)
Sea A una matriz cuadrada inversible. Supongamos que existen dos matrices
cuadradas B y C que son inversas de A.
Segun la definicion de matriz inversa se cumple que:
A-B=B-A=1 (1) y A-C=C-A=1 (2
Ademas, sabemos que: B - | = B por propiedad de la multiplicacién de matrices,
luego:
B

I
o8]

-1 por ser | elemento neutro de la multiplicacion de matrices
B - (A-C) sustituyendo segun (2)

(B-A) - C por asociatividad de la multiplicacion de matrices

| - C sustituyendo segun (1)

C por ser | elemento neutro de la multiplicacion de matrices
Por tanto, B = C, es decir, la inversa de la matriz A es Unica.

Ya se puede responder la primera interrogante planteada al inicio de este epigrafe:
Para una matriz A existe su inversa Ay es Unica, tal que A-A'=A - A* =],
pero bajo ciertas condiciones:

e A debe ser cuadrada,
e A debe ser regular (no singular)

También se puede responder la segunda interrogante planteada al inicio de este
epigrafe:
La ecuacién matricial A - X = | puede tener solucion si la matriz A es
cuadrada y regular:
t(A)=(3;3)luego, A es cuadrada de orden 3.

AA
1 0 2 1 4 8 1 4 8
r(A)=r213:):r123l:r0611l
4 1 8 0 1 2 01 2)v(6)
1 4 8
=r |0 6 11| =3
0 0 -1

Por tanto, A es regular porque su rango es igual a su orden, luego admite
inversa, entonces se tiene que:
A -

Pero, ¢,como calcular A?

Para ello aplicaremos un procedimiento conocido por “método de Gauss-Jordan”.
Conocemos que la matriz unitaria | es una matriz escalar, por lo que esta escalonada
y es facil ver que su rango coincide con su orden.
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También sabemos que toda matriz regular, mediante transformaciones elementales,
puede convertirse en una matriz unitaria del mismo orden.

Utilizando esto, el método antes mencionado consiste en colocar la matriz A, a la que
gueremos calcularle su inversa, al lado de la matriz unitaria del mismo orden que A.
Se le aplican a ambas las mismas transformaciones por filas (o por columnas) de
forma tal que A se convierta en I. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 27:
1 0 2
Retomemos la matriz A = |2 -1 3| de la segunda interrogante y trabajemos por
4 1 8
filas:
1 0 2 10 0)]|(2 | (4
o o/
4 1 0 01
1 0 2 1 00
0 -1 -1| |-2 1 ol
0 1 0 -4 0 1
1 0 2 1 00
0 -1 -1 |-2 1 0
0 0 -1) (-6 1 1

Observacion:

En este paso se determina el rango de A, por lo que no es necesario determinarlo
antes. Si el rango de A no coincide con el orden de A, se detiene el procedimiento
aqui.

Ahora se comienzan a aplicar las transformaciones elementales de abajo hacia
arriba, con el propdsito de anular los elementos por encima de la diagonal principal
de la matriz que esta en el lugar inicial de A.

0 2 1 00

-1 -1 |-2 1 0

0 -1) (-6 1 1 T(-l) 2
0 -11 2 2

-1 0 4 0 -1
0 -1 -6 1 1

O O O O -

Solo hace falta multiplicar por —1 la segunda y tercera filas de la matriz que ocupa el
lugar inicial de A para que esta sea la matriz unitaria.
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1 0 0 11 2 2

\-(-1)
0 -1 0 4 0 -1
0 0 -1/ -6 1 1 \-(-1)

10 0) (-12 2 2

010 -4 0 1

0 01 6 -1 -1
Observacion:

En el lugar inicial de la matriz A se encuentra la matriz unitaria y en el lugar inicial de
la matriz unitaria aparece una nueva matriz. Multipliguémosla por A:

“11 2 2 1 0 100
-4 0 1|-|2 -1 3|=|01 0| vy
6 -1 -1) 4 1 8 lo o0 1
1 0 2) (-11 2 2 10 0
213-401]:010]
4 1 8 6 -1 -1) (o 0 1

En ambos casos se obtiene la matriz unitaria de orden 3.
Luego, la nueva matriz obtenida es A, o sea:

-1 2 2
At=]-4 0 1
6 -1 -1
1 0 2
Por tanto, la ecuacion matricial A- X=1conA=|2 -1 3| tiene por solucién a la
4 1 8
-1 2 2
matrizX=A'=| -4 0 1
6 -1 -1

Observacion:

Al resolver una ecuacion matricial se debe tener en cuenta que la multiplicacion de
matrices no es conmutativa y que para efectuar dicha operacion, las matrices deben
estar enlazadas.

1.7. Sistemas de m ecuaciones lineales con n variables ( SEL).

Recordemos primeramente qué es una ecuacion lineal:

Definicion: (ecuacion lineal en n variables)

Una ecuacion lineal en n variables x;, X»,..., X, €s una igualdad de la forma:
ai Xgt azXot...+anxn =D

donde ay, ay, ..., a, son los coeficientes de las variables x;, Xo,..., X, respectivamente
y b es el término independiente, siendo a; (i= 1, 2,...,n) y b nUmeros reales (con
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a; # 0) y las variables también toman valores en el dominio R.

Observacion:
La caracteristica esencial de las ecuaciones lineales en n variables es que todas las
variables estan elevadas al exponente 1.

Ejemplo 28:
Son ecuaciones lineales:
3x =8 enuna variable: x
2x +y =-1 en dos variables: x, y
x+2y-3z=0 entresvariables: x,y, z

Se llama soluciéon de una ecuacion lineal en n variables a un n-uplo ordenado de
nameros reales (ki, ka,..., ky) tal que al sustituir x; por ki, X2 por Ka,..., y X, por k, en
la ecuacién a; xi+ az Xo+...+ an X, = b esta se satisface, es decir, se convierte en una
proposicion verdadera.

Al conjunto de todas las soluciones de una ecuacion lineal en n variables se le llama
conjunto solucién y se denota por S.

Observacion:
Se sabe que una ecuacion lineal tiene solucion uUnica si solo tiene una variable, y si
tiene mas de una variable, tiene infinitas soluciones.

Ejemplo 29:

La ecuacion 3x =8 en una variable tiene por solucion Unicaax = — =2—, luego, su

w | oo
winN

conjunto solucién es S :{22}.

La ecuacion 2x + y = =1 en dos variables, tiene infinitas soluciones, que se pueden
obtener, al despejar una de las variables en la ecuacion, en este caso se despejo vy,
mediante la expresion:
y =-1-2x

donde y es la variable dependiente y X, la variable independiente o libre.
Si se quiere obtener una de las infinitas soluciones, basta asignarle un nimero real
cualquiera a x, sustituirlo en la expresion y = -1 -2x y obtener el valor
correspondiente de y:

Sea, por ejemplo, x = 1 entonces y = -1 —2(1) = -3, luego, una solucion particular
es (1; -3).
El conjunto solucién es S = {(x; —1-2x): x € R}.

Analogamente, la ecuacién lineal x + 2y —3z = 0 en tres variables tiene infinitas
soluciones, que se pueden obtener mediante la expresion:

=—2y +3z
El conjunto solucibnes S = {(- 2y +3z;y; z):y,ze R}.

Finalmente, estamos en condiciones de estudiar los SEL y un procedimiento general

para resolver un sistema con cualquier cantidad de ecuaciones y cualquier cantidad
de variables.
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En lo adelante, trataremos de responder las siguientes interrogantes:
1. ¢Qué condiciones son necesarias y suficientes para que un SEL tenga
solucion?
2. ¢Bajo qué condiciones la solucion de un SEL soluble esta determinada de
manera unica?
3. Si existe mas de una solucién, ¢es posible hallar una ley de formacién para el
conjunto de todas las soluciones?
Estos sistemas tienen numerosas aplicaciones en la practica para la resolucion de
complejos problemas de las ciencias y la técnica que se modelan a través de ellos.
¢, Como se define un SEL?

Definicién: (Sistema de m ecuaciones lineales con n variables ( SEL))

Un sistema de m ecuaciones lineales con n variables es un sistema de la forma:
aiiXi1tagaX+...tamxn=b
az1X1tazXz+...taxnXpn=by

aAmiXitamaXz2+t...tampXn=bn

n
0 brevemente: Zaikxk =b, (i=1,2,..,m) donde los niumeros reales a  x se
k=1

denominan coeficientes y los numeros reales b ;, términos independientes del
SEL.

Ejemplo 30:
2x+3y-5z2=4
3X+y-z =0
X +2z=3
X—Yy =1

es un sistema de 4 ecuaciones lineales con 3 variables o incognitas.
2, 3y -5 son los coeficientes de las variables X, y, z respectivamente, en la ecuacion
1,y 4 es su término independiente.

Si en cualquier ecuacion del SEL se sustituyen las variables x 1 X 2 ... ,X  por
numeros reales de forma tal que al calcular se obtiene el término independiente b ;
correspondiente, entonces decimos que (X1, X2, ... ,X n) €S una solucién del SEL.
(Por supuesto, (x1,X2.... ,X n) tiene que satisfacer todas las ecuaciones del SEL).

Al conjunto S formado por todas las soluciones del SEL se le llama conjunto
solucion de este.

Ejemplo 31:
El sistema de ecuaciones:
2x+y+z=2
X+3y +z=5
X+y+5z=-7
2x +3y -3z =14

tiene una solucion: x =1,y =2,z = -2y se escribe: ( 1; 2; -2') y su conjunto solucion
es S= §2,-2) . Compruébelo.
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Pero el sistema:

2x+y+z=2

-2X -6y -2z = -10
X+y+5z=-7

2x +3y -3z =14

tiene el mismo conjunto solucién y en las mismas variables. Compruébelo.
Sin embargo, ¢ qué los diferencia?
Estos sistemas se dice que son equivalentes. ¢, Por qué?

Definicién: (Sistemas de m ecuaciones lineales con n variables equivalentes)
Dos SEL en las mismas variables xi, Xa,..., X, S& denominan equivalentes si ambos
tienen el mismo conjunto solucion.

Pero, ¢cOmo obtener un sistema equivalente a un SEL dado?

Teorema 4:
De un SEL se obtiene un sistema equivalente si se realizan las siguientes
transformaciones:
I. Permutar dos ecuaciones del sistema.
[I. Multiplicar una ecuacion del sistema por un numero real distinto de cero.
[ll. Adicionar a una ecuacion del sistema un mdultiplo cualquiera de otra ecuacion
del sistema.

Ejemplo 32:
En el ejemplo 31, la segunda ecuacion del sistema inicial la multiplicamos por
-2, es decir, aplicamos la transformacion 1.

Observacion:
Comparar estas transformaciones con las transformaciones elementales aplicadas a
las matrices para expresarlas en forma escalonada.

Desde el inicio del capitulo se ha trabajado con un SEL y de él se aprendi6 a extraer
la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada.

Ejemplo 33:
Extraer la matriz de los coeficientes del primer sistema del ejemplo 31.:
2 1 1
1 3 1 ,
11 ¢,Cudl es su tipo? (4;3)
2 3 -3
Extraer la matriz columna de los términos independientes:
2
¢,Cudl es su tipo? (4;1)
14

¢, Seré posible escribir el SEL mediante matrices?

24



Observacion:

Las ecuaciones que forman el SEL son sumas de productos de un coeficiente por
una variable en el miembro izquierdo y en el miembro derecho, se tienen los
términos independientes.

¢, Qué operacidon con matrices nos permite obtener el miembro izquierdo de este
SEL?

La multiplicacion de matrices exige, que para realizarla, las matrices estén
enlazadas, entonces ¢ qué tipo debe tener la matriz de las variables? R: (3; 1).

O sea:

2 1 1 2
X

13 1 B

11 5 Z -7

2 3 -3 14

Esta es la expresion matricial del SEL del ejemplo 31. Compruébelo.

Teorema 5:

Todo SEL se puede expresar mediante matrices en la forma: A - X = B donde A es la
matriz de los coeficientes del sistema, X es la matriz de las variables y B es la matriz
de los términos independientes.

Reflexionar sobre:

Teniendo en cuenta la forma matricial A-X = B en que se puede expresar un SEL y lo
estudiado sobre matrices, ¢como se puede obtener el conjunto solucion de un SEL?
¢ Se puede aplicar siempre este procedimiento?

Sea un SEL de la forma A-X = B, si existe la matriz inversa de A, A, entonces se
puede multiplicar a la izquierda a la ecuacién anterior por esta matriz, obteniendo:
AL AX=A"B
(A*.A) -X = A1 B por asociatividad de la multiplicacién de matrices
| - X = A" B por definicién de matriz inversa
X = Al B por ser | elemento neutro de la
multiplicacion de matrices

O sea, que si existe la matriz inversa de A, A, entonces se puede encontrar la
solucion del SEL escrito en forma matricial multiplicando la inversa de la matriz de
los coeficientes por la matriz de los términos independientes del sistema.

Ejemplo 34:
Seael SEL:( x+y-z=12
4x -3y -z2=2
3X+2y +z =8
1 1 -1 X 12
Escrito en forma matricial se tiene: 4 -3 -1|-|y|=]2
3 2 1 z
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1 1 -1
Donde la matriz de los coeficientes es A= |4 -3 —1|. ¢Existe A*?

3 2 1
A es cuadrada de orden 3y :
1 -1} (1 0 0 (-4 | (-3)
-1] 10 1 Ol
00 1J
1 00
-4 10 l
-3 0 1)v(7)
1 1 -1 1 0 O (-25)
0 -7 3 -4 1 O 25 aqui se ve que el rango de A es 3, por lo
0 0 -25)(17 1 -7)|3

que A es regular y por tanto, existe A, hallémosla:

-2 -2 0 -8 1 -7 (-7)
0 155 0 -49 28 -21
0 0 -25 7 1 -7

175 0 0 7 21 28 \|:175
0 -175 0 -49 28 -21||:(-175)
0 0 -25 7 1 -7)|:(-25)

1 3 4
1 00|25 25 25
010 %‘2_;1%
001)|-17 -1 7
25 25 25

1 3 4

25 25 25

Luego, A* es la matriz: ro-4 3

25 25 25

17 -1 7

25 25 25
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1 3 4

25 25 25 12
La solucién del sistema entonces es: l _—4 i 2

25 25 25

- =17

25 25 25

Por tanto, S {( 2;4; -6 )}

EEN NS

Otra forma de representar los SEL es geométricamente, pero soélo los de dos o tres
variables, pues en este momento histérico podemos representar hasta tres

dimensiones.

Ejemplo 35: (Ver figura 1)
Seael SEL: | x+y=3
2x—-y =0
Cada ecuacion representa una recta del plano,
como se sabe de estudios anteriores.
En este caso las rectas representadas se cortan en un
punto, por lo que este SEL tiene solucion Unica, segun el
gréfico, el punto (1; 2).

Ejemplo 36: (Ver figura 2)
Dado el SEL:

Xx+y -3=0
2x+2y-8=0

Cada ecuacion representa una recta del plano.
En este caso las rectas representadas son
paralelas, por lo que este SEL no tiene solucién,
osea,S=0.

Ejemplo 37: (Ver figura 3)

Seael SEL: ( x+2y+3z=-4
{Zx +4y+62=7

X+3y+2z=-3
En este caso cada ecuacion del sistema
representa un plano del espacio.
La primera y la segunda ecuaciones representan
planos paralelos y la tercera, un plano que corta
a cada uno de los otros en una recta. En este caso
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no existen puntos comunes entre los tres planos, Figura 3
por lo que el SEL no tiene solucién.

Ejemplo 38: (Ver figura 4)

Seael SEL: | x+2y+3z=-4
X— y—-3z= 8
2X+y +6z=-14

En este caso, también cada ecuacion del sistema
representa un plano del espacio.

Los planos se interceptan dos a dos en una recta
y las tres rectas, a su vez, se cortan en un punto,
por lo que el SEL tiene solucién Unica.

Figura 4

Ejemplo 39: (Ver figura 5) |

Seael SEL: | x+2y+3z=-4 J/

X— y—-3z= 8
X+5y+9z=-16

En este caso, también cada ecuacion del sistema
representa un plano del espacio.

Los tres planos se interceptan en una recta,

por lo que el SEL tiene infinitas soluciones con
una variable libre.

Figura 5
Reflexionar sobre:
Buscar otras posiciones relativas de tres planos en el espacio que representen SEL
gue no tengan solucion o que tengan infinitas soluciones.

1.7.1. Método de eliminacion de Gauss.

Hasta aqui hemos visto dos formas de resolver los sistemas de m ecuaciones
lineales con n variables: la primera, escribiendo el sistema en forma matricial y
hallando la inversa de la matriz de los coeficientes, que al multiplicarla por la matriz
de los términos independientes nos da la solucion del sistema; pero esta forma tiene
una limitacion: si la matriz de los coeficientes no es regular, no se puede aplicar. La
segunda forma vista es la geométrica, pero esta forma también tiene una limitacion:
hasta ahora solo se pueden representar sistemas de hasta tres ecuaciones y hasta
tres variables, y por otra parte, sabemos que en esta forma se cometen
imprecisiones debido al trazado del dibujo.

Analizando los métodos de resolucion de SEL de dos ecuaciones lineales con dos
variables y de tres ecuaciones lineales con tres variables, estudiados en la Escuela,
podemos concluir que en ellos hay una esencia comuan: reducir el nimero de
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variables paulatinamente en las ecuaciones hasta obtener una ecuacion lineal con
una variable que se pueda despejar.

Esta es también la esencia de un nuevo método para la solucion de un SEL que
estudiaremos a continuacion: el método de eliminacion de Gauss, el cual es un
método general, cuya aplicacién permite determinar si un SEL es soluble o no, y en
caso de serlo, si tiene solucidn Unica o infinitas soluciones, y desde luego, permite
obtener la solucién o soluciones, en el caso de que existan. Este método es una
generalizacion de los métodos ya estudiados en la Escuela.

El método de eliminacion de Gauss para la resolucion de sistemas de m ecuaciones
lineales con n variables es muy facil, y en la practica, es, por lo general, el método
gue mas rapidamente conduce a la solucién del sistema.

¢En qué consiste este método?

El método de eliminacion de Gauss consiste en transformar el SEL dado en otros
equivalentes, sucesivamente, aplicando las transformaciones equivalentes ya
enunciadas anteriormente, de forma tal que se vayan eliminando variables, una a
una, a partir de la segunda ecuacion, tomando el SEL una forma escalonada o
trapezoidal.

Para la transformacion a la forma trapezoidal se procede a eliminar la primera
variable del sistema por debajo de la primera ecuacion, aplicando las
transformaciones enunciadas anteriormente, es decir, se multiplica la primera
ecuacion y la segunda, si es necesario, de forma tal que los coeficientes de la
primera variable sean numeros opuestos y se adicionan ambas ecuaciones,
manteniendo la primera sin variar y escribiendo el resultado de la adicion de estas
ecuaciones en el lugar de la segunda ecuacion. Ahora, se repite este proceso entre
la primera ecuacién y la tercera, para eliminar la primera variable en la tercera
ecuacion, después entre la primera y la cuarta ecuacién, y asi se procede
sucesivamente hasta eliminar la primera variable en todas las ecuaciones, excepto
en la primera. En el caso que la primera variable del sistema no aparezca en la
primera ecuacion, se permuta dicha ecuacion con cualquiera de las otras donde si
aparezca la primera variable y se procede como se describié anteriormente. Todo lo
descrito debe hacerse en un solo paso.

En un segundo paso, se procede de manera analoga para eliminar la segunda
variable por debajo de la segunda ecuacion, permaneciendo fijas la primera ecuacion
y la segunda, y eliminando la segunda variable en las siguientes ecuaciones.

En el tercer paso, se dejan fijas la primera, la segunda y la tercera ecuacion, y
analogamente se elimina la tercera variable por debajo de la tercera ecuacion.

El procedimiento termina cuando:

e en una de las ecuaciones del SEL aparece una contradiccion (o una
proposicion falsa), es decir, en el miembro izquierdo de una ecuacion se
obtiene 0 y en el miembro derecho, el término independiente no es 0, o

e Vya no es posible eliminar mas variables en las ecuaciones del SEL y se
obtiene una ecuaciéon donde se puede despejar una variable y/o una
proposicion verdadera (0=0).

Cuando el proceso de eliminacién consecutiva de las variables termina (y se han
eliminado las ecuaciones de la forma 0=0, si las hubiera) y no se obtuvo ninguna
contradiccion en el sistema en forma trapezoidal, se dice que el sistema es soluble.
Al nimero de ecuaciones en la forma trapezoidal se le denota por r y a la
cantidad de variables, por n.

Si en el SEL expresado en forma trapezoidal se tiene que r = n, este tiene soluciéon
Unicay si se tiene que r < n, este tiene infinitas soluciones.
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En este ultimo caso, en que r < n, se obtienen n—r variables libres, que al sustituirse
por numeros reales cualesquiera dan origen a cada una de las infinitas soluciones.
Para obtener los valores de las variables en el caso en que se tiene solucion Unica,
se despeja la variable que quedoé en la Ultima ecuacion y se sustituye en la pendltima
ecuacion, donde se despeja la otra variable presente y asi sucesivamente, se van
sustituyendo los valores de las variables de abajo hacia arriba hasta despejar la
primera variable en la primera ecuacion del SEL.

En el caso en que hay infinitas soluciones, se despeja una de las variables en la
tltima ecuacion no nula del SEL en la forma trapezoidal (la r-ésima ecuacion),
generalmente se acostumbra a despejar la r-ésima variable y se procede
analogamente al caso descrito anteriormente.

Observaciones:
e Cuando un SEL tiene solucidon se dice que es compatible. En caso contrario,
se dice que es incompatible.
e Si un SEL tiene solucién Unica se dice que es determinado, pero si tiene
infinitas soluciones, se dice que es indeterminado.

Reflexionar sobre:
¢,Cudl es el valor de verdad de la siguiente proposicion: “Un SEL con menos
ecuaciones que variables nunca podra ser determinado”?

Ejemplo 40:

Consideremos el sistema:| x +y + 2z =5 y apliguemos el método de
2x+y+z =4
3X+2y+z =5

eliminacién de Gauss para resolverlo:

X+y+2z=5 l(-Z) (-3) Eliminamos la primera

2Xx+y+z =4 variable por debajo de
3Xx+2y+z =5 la primera ecuacion.
X+y+2z=5 Eliminamos la segunda

-y-3z=-6 |(-1) variable por debajo de
-y -5z2=-10 la segunda ecuacion.

X+y+2Z=5
-y-3z2=-6
-2z=-4

Hemos obtenido un sistema equivalente al original, pero expresado en forma
trapezoidal, donde no hay contradiccién, por lo que es soluble y comor =3 =n, es
decir, la cantidad de ecuaciones en esta forma trapezoidal es igual a la cantidad de
variables del sistema, este tiene solucion uUnica.

En la tercera ecuacion se puede despejar la tercera variable, z :

Despejando z, se tiene: z = __;' =
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Sustituyendo por z = 2, en la segunda ecuacion, se tiene:

-y—-3(2)=-6
y =—6+6
y =0
Finalmente, sustituyendo por z =2y y =0, en la primera ecuacion, se tiene:
X+0+22=5
Xx=5-4
x=1
Luego, S = {( 1;0;2 )} .

Observaciones:

Se ha obtenido una Unica solucion que consta de un valor para cada variable.
Para comprobar, hay que hacerlo en todas las ecuaciones del sistema.
iCompruébelo!

La combinacion de las transformaciones equivalentes aplicadas tiene la
ventaja de evitar considerablemente el calculo con fracciones.

Si hay coeficientes fraccionarios, se sugiere convertirlos en enteros
multiplicando a la ecuacion por el minimo comun mudltiplo de los
denominadores presentes.

Si todos los coeficientes y el término independiente de una ecuacion tienen un
divisor comun, entonces se puede multiplicar por su inverso a dicha ecuacion
para simplificar los céalculos.

Las transformaciones equivalentes aplicadas se indican colocando una flecha
a la derecha del sistema, cuyo origen se sitia al nivel de la fila a partir de la
gue se hace la transformacion y la zaeta se coloca al nivel de la fila que se va
a transformar (donde se escriben los resultados de los calculos) indicando al
lado derecho de esta flecha y al nivel de la ecuacién correspondiente el
namero por el que se multiplica en cada caso.

Ejemplo 41:
Hallar el conjunto solucién del siguiente SEL utilizando el método de eliminacion de
Gauss para resolverlo:

IX—y+5z=1
X+3y—-z =7
15x+y+9z2=9
Solucion:

X—y+5z=1 (15)
X+3y—z =7 ¢(-7)
| 15x+y+9z=9 (-7)

A

~

x—-y + 5z=1
< —22y+12z7 = -48 | (-1)
—22y+12z7 = -481

x—-y + 5z=1
< —22y+12z = -48
0=0
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Hemos obtenido un sistema equivalente al original, pero expresado en forma
trapezoidal, donde no hay contradiccién, por lo que es soluble, eliminamos la Ultima
ecuacion, 0 = 0, y se tiene que r = 2 < 3 = n, es decir, la cantidad de ecuaciones en
esta forma trapezoidal es menor que la cantidad de variables del sistema, por lo que
este tiene infinitas soluciones y existe 3-2=1 variable libre.

/X-y + 5z=1
—22y+12z = -48

Despejamos la segunda variable, y, en la segunda ecuacién y se obtiene:
_ —48-127 -2(24+6z) _ 24+6z

-22 -22 11

+62

. 24 . ., . .
Sustituyendo pory = , en la primera ecuacion, y despejando x se tiene:

x41-5z+ 24 + 62 17
11

5—-7z2
11
Observar que se ha tomado a z como variable libre o independiente, por lo que x y
y son variables dependientes de z.

Luego, S = x:5_7z;y:24+62;z :zeR
11 11

Ejemplo 42:
Determinar el conjunto solucion del siguiente SEL utilizando el método de
eliminacién de Gauss para resolverlo:

( 7X—-y+5z=1
X+3y—-z =7
15x+y+9z=2

A

~

Solucion:
( 7x—-y+5z=1 (15)
< X+3y—z =7 {(-7)
15x+y+9z2=2 (-7)
( 7x-y + 5z=1
< —22y+127 = -48 | (-1)
—22y+12z =1 l




/XxX-y + 5z=1
—22y+127 = -48
0=49
Llegamos a una proposicion falsa o contradiccion en una de las ecuaciones en la
forma trapezoidal, por tanto, el SEL no tiene solucion.

Luego, S =4d.
Ejemplo 43:
Consideremos ahora el sistema:
9z —2u=-8
X+2y—-z+u =5

2X+4y+3z—-u=5
-2X-4y+ z+2u=-9

Para poder aplicar el método de eliminacion de Gauss para resolverlo debemos
observar que la primera variable, x, del sistema no aparece en la primera ecuacion
por lo que es necesario permutar dicha ecuacion con cualquiera de las restantes
donde si aparezca esta variable.

Permutemos la primera ecuacion con la cuarta:

—2X-4y+ z+2u=-9
X+2y—z+u =5
2X+4y+3z—-u=5
9z -2u=-8

Resolviendo el SEL se tiene:

(=2x-4y+ z+2u=-9
X+2y—-z+u =5 1(2)1
2X+4y+3z—-u=5
L 9z -2u=-8
(—2x-4y + z+2u=-9

—z+4u =1 |(4) |(9)

4z +u=-4 l
L 9z -2u=-8
(—2Xx-4y + z+2u=-9
—z+4u=1

9 17u=0 |[(-2)
g 34u=1 l
(=2Xx—-4y+ z+2u=-9
—z+4u=1
A 17u=0
0=1

~ . .y . .« s .
Llegamos a una proposicidon falsa o contradiccibn en una de las ecuaciones, por
tanto, este SEL no tiene solucion.
Luego, S=@.

33



Observacion:

Al comparar este procedimiento de expresar un SEL en la forma trapezoidal con el
seguido para hallar el rango de una matriz se puede ver que son similares, por lo que
es conveniente trabajar con matrices, lo cual racionaliza el trabajo. ¢ Como hacerlo?

Se extrae la matriz ampliada del SEL, que ademas de los coeficientes, incluye los
términos independientes, y calculamos su rango.

Ejemplo 44:
Consideremos nuevamente el SEL del ejemplo 40:
X+y+2z=5
2x+y+z =4
3x+2y+z =5
Extraigamos la matriz ampliada:
11 25
(Ab)=[2 1 1 4
3 2 1

Y calculemos su rango:

1 25
r(A,b)=r |2 1: 4
2\1! 5
1 215
=r |0 -3 -6| =3
0 0 N2 -4

Observacion:
Si se intercambian las dos ultimas columnas se mantiene el mismo rango.

Pero, ¢, qué hacemos ahora? Veamos el siguiente teorema:

Teorema de Rouché-Frobenius (o Kronecker-Capelli):

Un SEL tiene solucion si y solo si el rango de la matriz de los coeficientes del sistema
es igual al rango de la matriz ampliada.

Si ademas, el rango de estas matrices coincide con la cantidad de variables del
sistema, este tiene solucién Unica; pero, si el rango de estas matrices es menor que
la cantidad de variables del sistema, entonces el SEL tiene infinitas soluciones.

Reflexionar sobre:

¢, Por qué es verdadera la siguiente proposicion? :

“El rango de la matriz de los coeficientes del sistema que es igual al rango de la
matriz ampliada, cuando el sistema es soluble, nunca es mayor que la cantidad de
variables”.

Ejercicio resuelto:

Apliguemos el Teorema de Rouché-Frobenius al SEL del ejemplo 44:
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X+y+2z
2X+y+z

5
4
3X+2y+z =5

Obtuvimos que el rango de la matriz de los coeficientes del sistema es igual al rango
de la matriz ampliada, o sea, r (A) =r (A, b) = 3, por lo que el sistema es soluble, y
sabemos que el sistema tiene 3 variables, n = 3, entonces, como r = n este
sistema tiene solucion Unica, tal y como vimos en el ejemplo 40.

¢ Y como obtener esa solucién si procedemos por esta via?

Retomemos la ultima matriz transformada del ejemplo 44:

11 2.5
0 -1 -3:'-6
0 0 -2i-4

Y volvamos a incorporarle las variables y los signos de la relacion de igualdad,
retornando al sistema, pero ya en su forma trapezoidal:

X+y+2z=5
-y—-32=-6
-2z=-4

Observar que coincide con el obtenido en el ejemplo 40, por lo que se procede de la
misma forma para encontrar la solucion.

Ejemplo 45:
Consideremos nuevamente el SEL del ejemplo 41:

7x—y+52211 (15)
=7

X+3y—-z =7
15x+y+9z2=9 =7)

Apliqguemos el método de eliminacion de Gauss, pero utilizando la matriz ampliada:

7 -1 51 (15) 7 -1 5@ 1

1 3 -1.7 l(—?) 0 -22 12: -48 (-1)

5 1 99 7 0 -22 12+ —48

7 -1 51

0 -22 12} —48 Obtenemos que r (A) =r (A, b) = 2, por lo que el sistema es
0O 0 0: 0

soluble, pero como r (A) < n = 3, entonces tiene infinitas solucionesconn —r=3 -2
= 1 variable libre, tal como se vio en el ejemplo 41. Retomando el SEL ya en forma

trapezoidal:
x—-y + 5z=1
—22y+127 = -48

Se procede de la misma forma que en el ejemplo 41 para hallar el valor de cada
variable.
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Ejemplo 46:
Retomemos el SEL del ejemplo 42:

IX—-y+5z=1
X+3y—-z =7
15x+y+9z2=2 (-7)

Apliguemos el método de eliminacion de Gauss, pero utilizando la matriz ampliada:

7 -1 5.1 7 -1 5,1
1 3 -1.7 l(_7) (15) 0 -22 12 -48| | (1)
15 1 92 7) 0 -22 1211 l

7 -1 5 1

0 -22 12} -48

0 0 0! 49

Observar que se obtiene que r(A) = 2, y al intercambiar las dos ultimas columnas de
la matriz ampliada se tiene que r(A, b) = 3, o sea, r(A) # r(A, b) por lo que el sistema
no tiene solucion.

1.7.1. Sistemas de ecuaciones lineales homogéneos.

Definicion: (Sistema de m ecuaciones lineales con n variables homogéneo)

Un sistema de m ecuaciones lineales con n variables es un sistema homogéneo si
todos sus términos independientes son iguales a cero, o sea:

A11X1+aa2Xa2+...+ainXxn=0
Azx1X1+tazsXo+...+aommx,=0

AmiXi1+ame2Xao+t...tramnXn=0

Ejemplo 47:
Son sistemas homogéneos:
2x—-y=0 X—-y+2z2=0 —X +52 =0
Xx+y=0 2x+y—-3z2=0 3x -3y =0
-3x+y+2z=0 y—4z=0
X+3y-2z2=0

Observacion:
Como los sistemas de ecuaciones lineales homogéneos son un caso particular de
SEL, se resuelven aplicando los mismos métodos estudiados.

Reflexionar sobre:

La condicién de solubilidad de un sistema homogéneo a partir de la condicién de
solubilidad de un SEL cualquiera, segun el método de eliminacion de Gauss y segun
el Teorema de Rouché-Frobenius.
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Observaciones:

e No es necesario considerar la matriz ampliada en un SEL homogéneo ya que
todos los términos independientes son iguales a cero.

e Es evidente que todas las ecuaciones de un sistema de ecuaciones lineales
homogéneo se satisfacen cuando hacemos que todas las variables sean
iguales a cero.

Teorema 6:
Un sistema de ecuaciones lineales homogéneo tiene siempre la solucion trivial
X1=X2=...= X, = 0.

¢, Pero cdmo saber cuando tiene solucién Unica y cuando tiene infinitas soluciones?
Como un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es ante todo un sistema de m
ecuaciones lineales con n variables, se aplican las mismas condiciones establecidas
anteriormente para un SEL cualquiera, es decir:
e Sien el SEL homogéneo expresado en forma trapezoidal se tiene que r=n,
0 sea, la cantidad de ecuaciones (no nulas) en esta forma coincide con el
namero de variables, este tiene solucidn Unica, que es la trivial.
e Sisetiene quer <n, el SEL homogéneo tiene infinitas soluciones y tendra
n —r variables libres.

Teorema 7:

Un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es siempre soluble de forma no trivial
si la cantidad de ecuaciones (no nulas) en la forma trapezoidal del sistema es menor
gue el numero de variables de este.

Observacion:
Se aclara que un SEL homogéneo que tiene infinitas soluciones posee, ademas de
la solucion trivial, otras infinitas soluciones.

Ejemplo 48:
Hallar el conjunto solucion de los siguientes sistemas homogéneos:
a)( x-3y—-4z=0 b)[7x+y-z=0

Xx+3y+z =0 X +2y+2z=0

X+2y+z =0 4x -5y —7z=0

4x +2y +22 =0

Solucion:

1 -3 -4 l(_l <1) | (-4) 1 -3 -4

1 3 1 0 6 5 _5Y (—
a) r _ (-5) (=7)

1 2 1 0 5 5 |6

4 2 2 0 14 18 3)
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1 -3 -4 1 -3 -4
0 6 5 0 6 5

=r =r =3=n
0 0 5 (-19) 0 0 5
0 0 19 l(5) 0 0 0

Este sistema homogéneo tiene solucion Unica, la trivial, luego, S:{(O; 0; 0) }

71—12 1 2 2D A 120 2
=r

prit 2 2 7 1 -1 =r|0 -13 —15l(—1‘
4 -5 -7 4 -5 -7 0 -13 -15
1 2 2
=r|0 -13 -15|=2<3=n
0 0 ©

Este sistema homogéneo tiene infinitas soluciones con 3 —2 = 1 variable libre.

X+2y+2z=0
-13y-152 =0

. 1 : . -, .
De donde se tiene: y = %z y sustituyendo en la primera ecuacion a y se obtiene,

. 4
al despejar x: x= —z.
13

Por tanto, S = iz;£z;z zeR}.
13 13

Observacion:

La ventaja esencial del método de eliminacion de Gauss consiste en que mediante
este método puede tratarse todo tipo de sistema de ecuaciones lineales: soluble o no
soluble, homogéneo o no homogéneo, y constituye una generalizacion de los
métodos estudiados en la Escuela.

A modo de resumen se puede realizar el siguiente cuadro:

38



S.E. L.
Tiene solucién No tiene solucion
(compatible) (incompatible)
Si no hay contradiccion Si hay contradiccion
en alguna ecuacion en en una ecuacion en
la forma trapezoidal la forma trapezoidal
osi r(A)=r(ADb) osir(A)#r (A, b)
Solucién Unica Infinitas soluciones S=0
(determinado) (indeterminado)
Sir=n Sir<n
0 0
sir(A)=n sir(A)<n

EJERCICIOS
1. Dada la siguiente matriz:
1 -2 3 -4 5
6 7 8 9 10
-11 12 -13 14 -15

16 17 18 19 20

a) Determine su tipo.

b) Diga el valor de cada uno de los elementos siguientes: a3, a4, 833, a4z, ass.

c) Designe cada uno de los elementos siguientes de la matriz dada por la notaciéon
aik:-4,19,-11, 6, 18.

d) Mencione los elementos de la diagonal principal.

2. Sean las matrices:

2 -3
2 -1 4 -2 1
A= B= C=|-1 1
1 0 -1 2 0
0 1
4 -1
1 -1 0 10
D= E= F=|-2 2
4 5 1 0 1
1 O

a) Determine el tipo de cada una.
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b) Mencione los elementos de la diagonal principal de cada una.

c) Halle los elementos: az1, bis, C31, d2z, €12, f32.

d) ¢ Qué relacion existe entre las matrices By F?

e) Halle ATy C.

f) Clasifique la matriz E de todas las formas posibles.

g) ¢ Es A una matriz antisimétrica? Fundamente su respuesta.

h) ¢ Es G = (1) una matriz? Fundamente su respuesta. Si es posible, diga cual es su
tipo y clasifiquela.

i) Escriba la matriz nula de tipo (3;1).

3. Escriba, si es posible, una matriz con las siguientes caracteristicas:
a) Triangular superior de orden 4.
b) Matriz fila de tipo (2;1).
c) Matriz unidad de orden 5.
d) Matriz simétrica de tres filas.
e) Matriz antisimétrica de cuatro columnas.
f) Matriz diagonal y su transpuesta.
g) Matriz columna.
h) Matriz de tipo (2;3) cuya diagonal principal esté formada por las soluciones del
SEL:

|
ol b|x
Il Il
= |l
w|R

X |oo x|
+

4. Halle los valores de a, b, c y d de la matriz L para que se cumpla que L= M si

1 -4 a a+b
M=|-2 5 |yL=| c-d c |.
3 -6 J2a+d b-1

5. Escriba una matriz P que sea igual a la matriz S si:

T
g - | V2l XSSy ademas, y=log . 0,25 y x es la solucién de la
tan45° -05° ‘

ecuacion 3,2 =1.

6. Sea el SEL:
X+y-3z=-1
2x+y-2z=1
X+y+z =3
X+2y-3z=1

a) Extraiga la matriz de los coeficientes C y la matriz ampliada A.
b) Determine el tipo de cada una. ¢ Son cuadradas?
c) ¢Cuales son los elementos de la diagonal principal de la matriz ampliada?
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d) ¢Qué posicion ocupa el elemento —2 en estas matrices? ¢ Cual es la posicién
del elemento 3 en la matriz ampliada?
e) Escriba la matriz transpuesta de cada una y determine su tipo.

7. Sean las matrices:

1 -1 3 6 -5 10 2 )
P=|2 5 -1| Q=|0 9| R=|-2 4 -1 s:(4 1]
0 -2 4 7 1 3 2 0

Calcule, si es posible:
P+Q,P+R,Q-R,R-P,R+P,-2S,5Q", %-Q, P+P+P,
R-Q, PR, S:Q", S:Q RP,QS, R

8. Halle una matriz X y una matriz Y tal que: X+ A=AyA+Y=0siA=|-1 0

9. Hallex,y,zy wsi:

it (5 Al )
7 W -1 2w Z+W 3

b)3x 2y_x0+ 4 X+Yy
3z w—z) (-1 3w z+w 8 )

10. Dadas las matrices:

2 1 4 5 0 -2 7 1 O
A=-1 0 3|,B=|6 1 3|, C=|2 2 3
0 21 2 -2 0 1 -11
10.1. Calcule:
a)F=AB b)G=B-C ¢)FC d) AG
e)(A+B)-C f) A-C+B-C g)A-(B+C) h) A-B+A.-C
i)B-AT  j)5F-3G k) D=-2A%?+C" |) 4D+A-B
-35 -05 O
10.2. ;Qué valor debe tomar x paraque x-C=| -1 -1 -15]|7?
-05 05 -05

10.3. Verifigue que se cumplen las propiedades:
(A+B) +C = A+ (B+C)
(A+B)" = AT+ BT
(A-C)T=CT-AT
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1 2
11. SiA= (3 4] halle: a) B = 2A* —3A + 5I.

b) C = A* + 3A —10lI.

. . -1 2
12. ¢ Qué matrices conmutan con la matriz M = [ 0 1J?

13. Dadas las matrices:

-1 3 0 -1 1 3
2 5 3

A=(2 1 1|,B=|4|, C= ,D=(2 1
1 3 4

1 -5 0 0 10

a) Calcule todas las sumas y productos posibles.
b) Calcule, si es posible: CDC, CAB y DBA.

2 -1 a b
14. Sea A= (0 0 J determine todas las matrices no nulas (c d) tales que:

I I RS VO I T Y N

15. Sean las matrices:

2 00 -3 0 O 1 -2 -1
M=|0 2 0|, L=|0 -3 0|, V=2 4 O
0 0 2 0O 0 -3 3 -2 -1

a) Clasifique las matrices dadas.

b) Calcule: M-L, L-M, M-V, V-L.

¢) Formule proposiciones a partir de los resultados anteriores.
d) Demuestre o refute una de ellas.

16. Diga si las proposiciones siguientes son verdaderas o falsas. En este ultimo caso
explique por qué.

Sean A y B matrices. Si existen las sumas, diferencias y productos, entonces se
cumple que:

1) (A+B)? = A*+2AB+B?
2) (A+B) (A—B) = A>—B?
2 1 1
17. Sea la funcion h definida por la ecuacién h(x)= x> - 3xy lamatrizA= |3 1 2],
1 -1 0
Halle h(A).
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18. Sean las matrices:

10
-5
H= J= (o 1 \/§j K
1 2
3
a) Determine el tipo de cada una.
b)
c)
d) Halle el rango de cada una.
e) ¢Cudles son regulares?

19. ¢ Cual es el rango de la matriz nula de orden 37? ¢ Es regular?

2 1 11 2
1 0 4 -1
11 4 56 5
2 -1 5 -6

R Y = = = )

L e
e N

20. ¢ Cual es el rango de la matriz unidad de orden 5? ¢ Es regular?

e 42 B S S =

Nombre los elementos de la diagonal principal de cada una. Sefialela.
¢,Puede ser el rango de K mayor que 4? ¢ Por qué?

21. Considere una matriz A cualquiera de tipo (m;n). ¢Qué valores puede tomar su

rango? ¢ Por qué?

22. Dadas las matrices:

1 4 1
1 1 0
,C=
-1 3 2
1 4 3

1 -1 2

0O 1 -1

1 0 -1
, G=

1 -1 0

2 0 0

-1 1 0

3 -1 1 130
2 -4 -2 2 15
A= , B=
-1 2 1 012
4 2 0 4 3 2
2 0 2 0 2
369 01010
E={4 8 12|, F= 510 2 1
5 10 15
01010
a) Estime el rango de cada una.
b) Halle el rango de cada una.
c) ¢Cuales son regulares?
d) Halle la transpuesta de cada una y su rango.
e)

proposicion verdadera y fundaméntela.
Sugerencia: Para calcular el rango de la matriz G puede usar asistentes matematicos
como el Derive.

23. Formule otra definicion del concepto “rango de una matriz”.

P B, O O N O

N O O

2 6
3 9
1 3
4 12
1
1
1
2,H
1
2

o NN O

A P W W

M~ W O

= O O O

Compare el rango de cada matriz con el de su transpuesta. Escriba una
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24. Calcule el rango de las matrices A y B del ejemplo 1 del epigrafe 1.1.
Comparelos.

25. Determine, si es posible, la inversa de las siguientes matrices:

1 2 31
1 0 O -1 2 -3
2 -3 1 3 3 2
A= , B=|{0 -2 0,C=|12 1 ©0/|D= ,
1 3 1 2 4 3 3
0 0 - 4 -2 5
4 1111
1 -1 0 O 2 1 01 3
1 3 3 0 20
4 2 2 6 01211
= 1 3 1 2,G: 1 4 3|,H= 02 1 3 2,J: 1 31
1 3 4 2 2 4
3 2 5 5 114 21

En los casos en que no sea posible, argumente por qué.

26. Resuelva, si es posible, las siguientes ecuaciones matriciales:

: (3 5)
a)MX=1siM=

b)YP=1siP= ( 2 3]
-6

a

0

0

C)T-Z=IsiT=

c:'cro-b
O O O u

Reflexionar sobre:
La forma que tiene la inversa de una matriz diagonal y en particular, la inversa de
una matriz escalar.

27. Comprueba en cada caso la propiedad dada:

1 2 -2
a) A'=AH"siA=|0 1 0
11 -1

-1 0
b) (AB)'=B*Alsi A= [_1 2] yB=

1 2
3 1)
28. Dadas las matrices regulares A, By C, si se cumple que A-B=C.:

. . 1 3 1 0
a) Halle la matriz B si A = y C=
2 1 2 1

. . 11 2 -1
b) Halle la matriz A si B = yC=
3 4 0 3

29. Calcule la inversa de la matriz A del ejemplo 1 del epigrafe 1.1.
a) Escriba una matriz y adiciénela a A™.
b) Escriba una matriz y multipliquela por A™.
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30. Sean los SEL:

a)| 2x+y-3z=5 b) X =-z=-1
3Xx-2y +2z2=5 2x-y =5
5x -3y -z =16 X+y—-z=2

30.1. Extraiga la matriz de los coeficientes de cada uno.

30.2. Halle, si es posible, la inversa de dichas matrices.

30.3. Calcule el producto de la matriz inversa hallada y la matriz columna formada
por los términos independientes en cada caso.

31. Considere las siguientes matrices:

2 -3
2 -1 4 -2 1 1 -1 0 1 0
A= , B= ,C=|-1 1 |,D= , E= ,
1 0 -1 2 0 4 5 1 0 1
0 1
4 -1 3 -3 1 1 0 O
F=|2 2|,G=(0 0 -2|,H=[{0 -2 0
1 0 1 0 -1 0 0 2
a) Calcule todas las sumas y productos posibles de dos matrices.

b) Halle:
B'-3C, 5e*A?, G+ H, C-D-2H?, F'-E-B, H>~G"+2G-F-B.

32. Sea el SEL:
X+ 2y +3z +4u =11

2x+3y+4z+ u=12

3X+4y+ z+2u =13

4x+ y+2z+3u =14
a) Extraiga la matriz de los coeficientes C y la matriz ampliada A del sistema.
b) Determine el tipo de cada una.
c) Halle el rango de la matriz de los coeficientes.
d) Determine la inversa de la matriz de los coeficientes, si es posible.
e) Escriba una matriz y adicionela a la matriz ampliada.
f) Escriba una matriz y multipliguela a la derecha por la matriz de los

coeficientes.

g) Halle la transpuesta de la matriz ampliada y calcule su triplo.
h) Halle el conjunto solucién del SEL dado.

33. Lea cuidadosamente:

En un triangulo cualquiera la suma de las amplitudes del angulo mediano y del
angulo menor excede en 36° a la amplitud del angulo mayor, y la suma de las
amplitudes de los angulos mayor y mediano es igual al triplo de la amplitud del
angulo menor. ¢ Cuantos grados mide cada angulo? (Tomado del libro “Matematica
127, pag. 78)

a) Realice el planteo de la situacion descrita.

b) Extraiga la matriz de los coeficientes A.

c) Extraiga la matriz B formada sélo por los términos independientes.
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d) Determine el tipo de cada una y clasifiquelas.
e) Halle Aty B™, sies posible.

f) Calcule A™. B, si es posible.

g) Responda la interrogante planteada.

34. Halle el conjunto solucion de los siguientes SEL:

a)( x+y -2z=4 b)fa+2b+c=2
J2X—y +z=6 3a+ b-2c=1
5x + 2y -5z =18 Y4a-3b-c=3

~

\Za +4b+2c =4

X+ y+2z+v=5 d(x+y+z+u=6
Q2X+3y—z-2v=2 {3X—y+2z +5u =2
4x+5y +3z =7 X =3y +3u=4
e)( x+2y+3z=6 f) (3x+2y+2z=38
< 3x+4y +5z2 =2 <4x—3y—z=2
5x+ 4y +3z = -18 X+ y —z=12

(5X + 5y +52 =0

)| x +2z+ 5u=6 h)
2x+y+8z+13u=14
X +3z+ 7u=7
X +4z+ 3u=4

a+2b+3c+4d=5
a+3b+3c+2d=3
2a+4b+3c+3d=5
a+ b+ c+ d=2

) (p+2q+3r=6 j) (2f+g-3h=8
J-p -r=-2 f+g+h =2
-q-r=-2 f-g—-h =1

L3p —q+2r=4 (4f-3g+2h =3

k)(x—y—22+u+2v:2 )
X +2y +8z +6u +v =1
2X+y+2z+u+v=9

A

(3a+ b—8c +2d +f=0
2a—2b—3c —7d +2f=0
a +11b —12¢ +34d —5f = 0
a-5b+2c+-16d +3f=0

A

-

35. Determine el conjunto solucién de los siguientes SEL homogéneos:

a) x+y=0 b)x+y=0 ¢)J) 7x-3y+z=0 dy2x-7y-z=0
{x—y:O {y+z:0 2y +x—-z2=0 4x+y+22=0
2x+y=0 x—2=0 5-y-z=0

e)(x+y—z=0 fy3x+4y-52+7u=0
2X -y +2z=0 2x -3y +3z-2u=0
2X +2y-3z=0 4x+11y —13z+16u =0
X —=2y+3z=0 x-2y+z+3u=0

9)(2x+3y—z+5v=0
X-y+2z2-7v=0
4x+y—-3z+6v=0
X=2y+4z—-7v=0



h)(X+y —-3u-v=0 D x=2y+z—-u+v=0
<X—y+22—u =0 2X+Yy—2z+2u-3v=0
4x —2y+6z +3u —4v=0 3X—2y—z+U-2v=0
2X +4y =2z +4u —7v=0 2X -5y +z —2u +2v =0
-
[ e B
)| a-2b+c+d-e=0 k) §+E_E:0 ) X+y X y:0
2 2 3 3 2
2a+b-c-d+e=0 8,0 ¢y 2x+y  3Xx-2y
3 5 4
a +7b —5c-5d+5e= 0 a_b. c_,
.6 3 6
3a-b-2c+d-e=0
\

36. Analice para qué numeros reales 4, el SEL es soluble y determine su conjunto
solucion:
X+ y+z=3
3x+5y+z=9
2x+3y+z2= 1 -41+6
5x + 6y +1z=15

37.Seael SEL:[| Ax+y+z=1
X+iy+z=1
X+y+iz=1

a) ¢ Para qué valores reales 4, el SEL tiene solucion unica? Hallela.

b) ¢ Qué valores reales 4 hacen incompatible este SEL? Explique su respuesta.

c) ¢Cuédles valores reales 4 hacen que el sistema tenga infinitas soluciones? Halle el
conjunto solucién en este caso.

38. Dados los SEL siguientes:

a) kx+3y—-z=1 b) rkx+ y+z=1
X+2y+z=2 X+ky+ z=1
—kx +y +2z =-1 X +y+kz=-2

En cada caso, halle los valores reales de k para los cuales el sistema no tiene
solucion unica. Precise para qué valores reales de k el sistema tiene infinitas
soluciones.

39. Encuentre los valores reales de t para los cuales cada uno de los siguientes SEL
tiene solucion no trivial:

a) tx+ y+ z=0 b) X+2ty+z=0
x+ty+ z=0 2tx+2y+ z=0
—-4x+ y+ (t+1)z=0 3X+2y+tz=0
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40. Halle una condicién para a, B y y de forma tal que el siguiente SEL sea
incompatible:
X+3y—-z=a
X—2y+z=
3X+4y —z =y

41. En el siguiente SEL a, b y ¢ estan expresados en funcion de x, y y z:
a=x+2y—-z
b=x-y+2z
C=3x+3y+z
Expresea x,yyz enfuncibnde a,b yc.

42. Determine las posiciones relativas de las siguientes rectas, dadas por sus
ecuaciones, en el plano:

a) r: x+3y —6=0 b) m: x -y -1=0 C) t: x+8=y+2
S: 3x+9y —10=0 n: 2y -x —4=0 u: y—4=x+2
p: —7-5y+4x=0

43. Demuestre que las siguientes rectas, dadas por sus ecuaciones, se cortan en un
punto y calcule las coordenadas de este.
13 -2x
ry=»5s-x, S:3x+4y-18=0, ty= 33 .

44. Determine, en cada caso, si los tres planos dados por sus ecuaciones se
intersectan en el espacio. Si es posible, identifique el conjunto interseccion.

a)a: —2x+y+4z=-3 b)d:x+y-3z+1=0 C)p:x+2y+z=8
B: 3x-1,5y -6z=4,5 €:2x+y-2z-1=0 m2x+2y+z=9
y: 6x -3y -12z =9 M:X+2y —72-1=0 w:3x+3y+5z=24

45. Determine la posicion relativa de los siguientes planos, representados por sus
ecuaciones, en el espacio:

M X+2y+32+4=0

MaX—-y—-32-8=0

M3 X+5y+9z2+16=0

46. Los puntos A(1; —1; 4), B(1; 1; 0) y C(-1; 2; 5) pertenecen al plano p del espacio.
Halle la ecuacién que representa a dicho plano si se conoce que el término
independiente es —1.

47. Tres rectas del plano tienen un punto comudn. Si se escribe la matriz ampliada de
orden 3, correspondiente al SEL formado por las ecuaciones que las representan,
¢cual es el rango de dicha matriz?

48. Cada una de las siguientes matrices en forma escalonada han sido obtenidas de
un sistema de tres ecuaciones con tres variables: x, y, z. Diga una interpretacion
geométrica de cada sistema.

2 01 6 100 1 12 3 4 110 2
a)|0 1 4 9/ b)|0 10 2|c)|0o 00 0|d|0 0 0 0
0000 001 3 0000 1025
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49. A continuacién se describe, en cada caso, la interseccion de tres planos:

a) Un punto. b) Unarecta. c)Un plano.

Diga el tipo de solucion que tiene el SEL formado por las ecuaciones que
representan a estos planos en cada caso.

50. Sean las funciones fy g definidas en R por las ecuaciones:
f(x) = _X_5 y g(x) = M
2 2 -4
Determine para qué elementos del dominio se obtiene la misma imagen.

51. Halle la ecuacion que representa a la funcion cuadratica definida en el intervalo
[ 2:4., si se conoce que en los extremos del intervalo toma el valor maximo 13 y

g(1) = 4 es su valor minimo.

52. Analice el texto del siguiente ejercicio y responda:
“La suma de las tres cifras de un numero es 14. La cifra de las decenas es igual a la
suma de las cifras de las centenas y las unidades. Si del nimero se resta 99, se
obtiene otro nimero que se compone de las mismas cifras, pero en orden inverso.
¢, Cual es el numero original?” (Tomado del libro “Matematica 12”, 2da. parte, p: 55)

a) Haga el planteo de la situacién descrita.

b) Escriba el SEL obtenido mediante matrices.

c) Resuelva el SEL utilizando el método de la matriz inversa y responda el

ejercicio.
d) Describa los pasos que utilizé en el inciso anterior.
e) Escriba la matriz ampliada del SEL y adiciénele una matriz.

f) Efectue el producto de —5 por la matriz de los coeficientes del SEL.
g) Calcule el producto de la matriz de los términos independientes y su
transpuesta de forma tal que obtenga:
e La matriz de mayor orden posible.
e La matriz de menor orden posible.

53. En un consultorio médico se seleccionaron los adultos que debian recibir una
atencion priorizada, resultando 110 entre hipertensos, diabéticos y embarazadas. La
octava parte de los hipertensos con la novena parte de los diabéticos y la quinta
parte de las embarazadas hacen un total del5, y la cantidad de embarazadas e
hipertensos es 65. ¢Cuantos hipertensos, diabéticos y embarazadas fueron
seleccionados?

54. Dado el SEL: | 3x -2y + 3z=25
2x -4y + 2z =14
X—y— z=-4

a) Escriba un ejercicio con texto cuyo planteo se corresponda con el SEL dado.
b) Describa los pasos que usted seguiria para explicarle la resolucién de este
ejercicio a un grupo de estudiantes.

55. Como parte del Ejercicio Meteoro 2010, tres trabajadores: A, By C, de un taller
elaboraron un plan de aviso a sus compafieros de trabajo para su movilizacién en
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caso de catastrofe. Si A le diera un compafiero mas a C, ambos tienen que avisar a
la misma cantidad de compafieros. Si B tuviera que avisarle a un compafero menos,
tendria tantos como C, y si A tuviera que avisarle a 5 compafieros mas, tendria tanto
como el doble de los que tiene C. ¢ Cuantos compafieros laboran en el taller?

56. Durante tres semanas en una casa se consumieron 127 kWh. Si a la mitad del
consumo de la primera semana se afiade la tercera parte del consumo de la
segunda, y la novena parte del consumo de la tercera, se han gastado 39 kWh.
Ademas, el consumo de la tercera semana excedid en 4 kWh a la mitad de lo
consumido entre la primera y la segunda. ¢En cual semana se ahorr6 mas
electricidad?

57. En una zona de los CDR del municipio Playa de La Habana, entre tres comités:
A, B y C, recogieron 140 |Ib de cartbn como parte del plan de recuperacion de
materias primas. Si el CDR A recogio el doble de lo que recogio el C, y el B recolectd
10 Ib menos que el A, ¢cuantas libras de cartén recogié cada CDR?

58. En un consultorio del médico de familia se vacunaron 160 personas entre
embarazadas, asmaticos y nifios contra el virus de la influenza AH1N1. La cuarta
parte de la suma de la cantidad de embarazadas y de asmaticos equivale al nUmero
de niflos disminuido en 20, y si a la mitad de la diferencia entre la cantidad de
embarazadas y de nifios se le aflade el numero de asmaticos, se obtienen 57
personas. ¢Cuantas embarazadas, asmaticos y nifios fueron vacunados en dicho
consultorio?

59. En una cooperativa hay 180 animales entre carneros, vacas y cerdos, destinados
al autoconsumo y al abastecimiento de un pueblo cercano. La diferencia entre el
numero de cerdos y de carneros es 35, y la cantidad de vacas y carneros (juntos)
excede en 20 a la cantidad de cerdos. ¢ Cuantos animales hay de cada tipo?

60. A partir de datos reales elabore un problema cuya solucion conduzca al planteo
de un SEL y resuélvalo. (Cite la fuente de los datos).

61. La siguiente tabla muestra la cantidad aproximada (en gramos) de carbohidrato,
grasa y proteina contenida en cada gramo de leche, carne y vegetales:
Leche Carne Vegetales

Carbohidrato 0,1 0 0,6
Grasa 0,2 0,3 0
Proteina 0,1 0,5 0,1

Halle la cantidad de cada alimento necesaria para obtener una racion con 95,2 g de
carbohidrato, 89,69 de grasa y 137,2g de proteina.

62. Las corrientes I;, I, e Iz (amperes) en tres alambres de una calculadora
electronica estan conectadas a las fuentes E;, E; y Es (medidas en voltios) de tres
sefiales como se muestra a continuacion:

E1:511—Iz—213

E;=—-11+21, + 15
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Ez=-2L1+1,+41; _II

SiE;, E;y Essonde 7v, 13vy 11v % é
respectivamente, halle Iy, I e Is.

63. Lea detenidamente cada uno de los teoremas enunciados en este capitulo.

a) Escribalo en la forma “si... entonces...” (condicional) o
(bicondicional) segun corresponda, si no esta en dicha forma.

b) Sefiale premisa y tesis en cada uno.

c) Elabore el reciproco de cada uno y determine su valor de verdad.

d) Escriba el contrarreciproco de cada uno.

RESPUESTAS
1.a)t(A) =(4;5).
b) Q13 =3,a24 =9, azz=-13, asp = 17, ass = 20.
C) -4 = Aags, 19 = aus, -11 = azy, 6 = asy, 18 = as.
d)1,7,-13, 19.
2.
a) t (A)=(2;2), t (B)=(2;3), t (C)=(3;2), t (D)=(2:3), t (E)=(2:2), t (F)=(3;2),
b)A:2y0;B:4y2;C:2y1;D:1y5;E:1y1;F:4y2.
C) as 1= 1, b13: 1, C31= 0, d22: 5, e10= 0, f32: 0.
d) B=F" o F=B".

&) AT = 2 1 o = 2 -1 0
-1 0)° -3 1 1)

f) E es cuadrada, simétrica, unidad, diagonal, escalar, triangular superior,
triangular inferior.
g) No, pues un elemento de la diagonal principal es 2 # 0.

. si y solo si...”

h) Si, esta formada por un nimero real, t(G)=(1;1), G es cuadrada, simétrica, unidad.

0
i) O=]0].
0
4. a=1, b=-5,c=5,d=7.
5 p=|11 0 ?
1 -02 1
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1 1 -3 1 1 -3 -1

2 1 -2 2 1 -2 1
a) C= A=

11 1 11 1 3

1 2 -3 12 -3 1

b) t (C)=(4;3), t (A)=(4;4). A si es cuadrada, C no.

c) Todos son iguales a 1.

d) -2 esta en la segunda fila y tercera columna.
3 esta en la tercera fila y cuarta columna.

1 2 11
eyC'=[1 1 1 2| t(CH=(34),
-3 -2 1 -3
1 2 11
1 1 1 2
AT = t (AT)=(4;4).
3 o q _g| TA)FEY
-1 1 3 1

7.
P + Q no es posible (no son del mismo tipo)
0 -1 5
P+R=R+P=|0 9 -2
3 0 4

Q — R no es posible (no son del mismo tipo)

-2 1 -1

4 -2 . (30 0 35
R-P=|-4 -1 0 |:-2S= - 5.Q"=
8 2 _25 45 5
3 4 -4
_5
. 2 3 3 -3 9 8 7
5Q=|0 3 [;P+P+P=3P=16 15 -3|; RQ=|-19 45
i1 0 -6 12 18 3
3 3
10 2 3
. (7 9 15
PR=|-15 18 -1|; S-Q'= ;
29 —9 27
6 0 2

S-Q no es posible (no estan enlazadas)



-1 -3 5 -8 11 7 4 -2
RP=|6 24 -14|; QS=[3 -9|; R>=|-9 14 -8].
7 7 7 18 6 -7 8 4

A+Y=0
-2 -1
Y=0-A=-A=|1 0
-3 -3

9. a)x=2,y=4,z=1,w=3.

b) Adicionando en el miembro derecho, se tiene:
3x 2y )\ _( x+4 X+Y
3z w-z) (z+w-1 3w+8

Por definicion de igualdad de matrices, se tiene:

3X=x+4 y 2y=x+y y 3z=z+tw-1y w—z=3w+8
2x=4 'y y=x y2z-w=-1y z+2w=-8

X=2 'y y=2 yl|2z-w=-1 z-w=-1
Z+2w=-8 y(-2) — 5w =15 de donde w = -3.

Sustituyendo en 2z —w = -1 por w = -3 se obtiene: z = -2.

10.
24 -7 -1 3B 7 -2 153 11 -2
10.1.a)F=|1 -6 2| b)G=|47 5 6| c)FC=|-3 -13 -16
14 0 6 10 -2 -6 104 8 6
153 11 -2 5 7 5 5 7 5
d)AG=|-3 -13 -16| e)(A+B)-C=|43 1 9|f) A-C+G=43
104 8 6 15 1 1 15 1 1
4 -7 6 4 -7 6
g)A(B+C)=|-3 -10 5 h) AB+tA-C=|-3 -10 5
19 3 13 19 3 13
24 1 14 21 -5 1 1 -18 -29
)B"AT=|-7 -6 0| )5F3G=|-13 -45 -8| kkD=|5 -8 1
-1 2 6 40 6 48 4 -1 -13
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28 -79 -117
N4D+F=[21 -38 6

30 -4 -4
10.2. x=-0,5.

16 -18 00
11.a)B = b)C=

~27 6l 00

12.
Para que una matriz conmute con M debe ser cuadrada de orden 2, por lo que hay

: X
gue buscar las matrices de la forma ( y) tales que:
z u

-1 2 X y) _(xy -1 2
(0 lj'(z uJ _(z uJ'[O lj
De donde se obtiene, al efectuar los productos y por igualdad de matrices, que las
—y+u'y
0 u)'

13. a) No es posible calcular sumas, pues no hay matrices de igual tipo.
Se pueden calcular los productos: A-A, A-B, A-D, C-A,C-B,C-DyD-C.
7 0 3 13 5 0

matrices que conmutan con la matriz M son de la forma [

) 11 -4 5
A=l 1 2 1/|,AB=|2 |,AD=|5 7| CA= ,
9 -14 3
~11 -2 -5 ~21 -9 -2
5 14 15
18 15 11
cB=|_|,CcD= ,D-C=|5 13 10]|.
11 1 6 5

41 108 89 =27 :
b) CDC = , CAB= , DBA no es posible hallarlo.
28 73 57 —65

14, a)(o b] b)(a b)
0 d 2a 2b

15.

a) M: Matriz cuadrada, diagonal, escalar.
L: Matriz cuadrada, diagonal, escalar.
V: Matriz cuadrada.

-6 0 O 2 -4 -2 -3 6 3
byML=LM=| 0 -6 0|, MV=|4 8 0|, VL=|-6 -12 0
0 0 -6 6 -4 -2 -9 6 3

c) Ejemplo:
P1: La multiplicacién de dos matrices escalares del mismo orden es conmutativa.
P»: El producto de dos matrices escalares del mismo orden es una matriz escalar
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de igual orden cuyos elementos de la diagonal principal son el producto de los
elementos de la diagonal principal de cada una de ellas.

Ps: El producto de una matriz escalar por una matriz cuadrada del mismo orden es
una matriz cuadrada de igual orden que se obtiene de multiplicar el elemento
de la diagonal principal de la matriz escalar por cada elemento de la matriz

cuadrada.
d) Demostracion de P3:
Sean Ay B matrices escalares de orden n:

a0 ..0 b 0 .. 0
0 a .. 0 0Ob ... 0
A=, . ) B=|. . :
0 0 ... a 0 0 ... b
entonces:
ab 0 ... O
0 ab R :
A-B=| . . por definicion de producto de matrices.

0O 0 .. ab
ComoaeRybeR setiene que a-b = b-a por conmutatividad de la multiplicacion de
numeros reales, por lo que queda demostrada también la proposicion P;.
La demostracion de la proposicion P3; se realiza de manera analoga a la de la
proposicion P».

Reflexionar sobre:
¢.Se cumple la proposicion P3 si la matriz no es cuadrada, sino de tipo (m;n)?

16.
1)_F__ porgue AB no siempre es igual a BA.
2) F porgque AB no siempre es igual a BA.

17.
2 -1 1
hay=|2 -1 -1
—4 3 -1

18.

a) t(H)=(4,1), t (3)=(1;3), t (K)=(4:4), t (N)=(6;4).

b) H:10; J:0; K:2,0,56,—-6; N:2,3,4,5.

c) No, porque K es de orden 4.

drH=1rJ)=1 r(K)=2, r(N)=4.

e) Ninguna es regular, pues H, J y N no son cuadradas y r (K) =2 # 4, que es su
orden.

19. El rango de la matriz nula de orden 3 es 0. No es regular.
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20. El rango de la matriz unidad de orden 5 es 5. Si es regular.

21. Si t(A)= (m;n) entonces r(A) < m o r(A) < n, pues el rango de una matriz no
puede ser mayor que la cantidad de filas o de columnas de esta.

22.

b) r(A)=3, r(B)=4, r(C)=2, r(D)=2, r(E)=1, r(F)=3, r(G)=6, r(H)=3.

c) G.

d) r(A")=3, r(BN=4, r(C")=2, r(D")=2, r(E")=1, r(FN=3, r(G")=6, r(H")=3.
e) “El rango de una matriz y el de su transpuesta coinciden”.

23. Por ejemplo:
“El rango de una matriz en forma trapezoidal o escalonada es igual al nUmero de filas
con elementos no todos nulos”.

24. r(A)=3, r(B)=3, luego, r(A)=r(B).

25.
1 -2 1
11 1 0 0 -5 4 -3 12203
at=|3 3| Bi=|o -1 o|,c=|10 -7 6| D= B By
-1 2 2 8 6 5 0o 1 -1 1
9 9 0 0 4 2 3 -2 3
o, 1
7 -3 -3 12 2
G'=|-1 1 0| J'= 5 0.0
-1 0 1
1 -1 1
2
F no existe ya que F no es regular.
H™ no existe ya que H no es cuadrada.
26.
-3 5
a) X =M=
2 -3
b) No tiene solucién porque no existe P™* pues P no es cuadrada.
1 00
a
c)Z=T'=|0 % 0[sia#0,b#0,c#0.
0 0 1
c
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27.

-1 0
a)At=|0 1
-11 1
10 Loz
byat=|_1 LB 2 5L ae)t=]
2 2 = -z =
5 5 2
28.
a) A-B=C
213
(ALA)-B=A"C A= 25 51  B=
5 5
B=A™C
b)  AB=C
4 -1
A-(B-BY) =cCB* B'= , A=
-3 1
A=cCB*
11
110 % 21
29.SeaA=|1 0 1|entonces A*= > 5
011 1 1
2 2
30.
2 1 -3 1 0
30.1.a) A=|3 -2 2 byB=|2 -1
5 -3 -1 1 1
4 5 _2 1
13 13 13 -=
30.2.a) At = 111 b)B'=| -1
2 2 2 3
iu 7 -5
26 26 26

N RPON| -

NI RPN~

57



Soo 2 11
13 13 13| (5 1 4 2
1 1 1 _ 2 2
303.a) |+ L -Llls|=|-3|b|-1 0
2 2 2|, X 10
1run 7 >
26 26 26
31.
20 10
b) B'-3C =| 1 —1,5E'1-A'l=(5 j’G'1+H:
1 -3
~12 -17 -3
1 T 0 40
000
4 5 0
-13 4 -3
H-G™+2G—FB=| -3 -8 —-6]|.
-3 4 6
32,
123 4 123 4111
2 3 4 1 2 3 4 1112
a)C: JA= |
341 2 3 41 2113
4123 41 2 3114
b) t (C) = (4; 4), t (A) = (4; 5).
c)r(C)=4.
28 1
40 40
11
d)r(C)=4=n, Cesregular. C'= 410 411(1)
0 40
a9
40 40

3 6
6 9 12
9 12 3 6
12 3 6 9
33 36 39 42
h)S:{(2;1;1;1)}_

9 12
3
g) 3-A'=

1
1 5 1=13
1 2 5
2
1 1 1
2
18
3
0 1 2
2
1u
40 40
a 9
40 40
221
40 40
ER
40 40




33.

a) Amplitud del angulo menor: x Planteo:(x+y —z = 36
Amplitud del angulo mediano: y y +z = 3x
Amplitud del angulo mayor: z x+y+z =180

1 1 -1 36

by A=|-3 1 1|, c)B=| 0

1 11 180

d) t (A) =(3; 3), A es una matriz cuadrada.
t (B) = (3; 1). B es una matriz columna.
e) B™ no existe ya que B no es una matriz cuadrada.

o -+ 1

4 4

ao|l 11

2 4 4

1 1

2 2
45
)A*.B=|63
72

g) El angulo menor mide 45° el mediano, 63°, y el mayor, 72°.

34.

a)s:{(logz,&;rz,zj:ZGR} b)S=(:0;1: c)S=0 d)s=0

e)S= €¢-108-2z2z:zeR  f)S=4€4-6_. g)S=@ h)S= €001
)S= €-r2-rrireR )S=0
k)S= €1-4u-3v;-7-5u-3v;2+u+V;u;v juveR

) S= (Qc+§d—1f;zc—2—5d +1f;c;d;fj:c,d,feR
8 8 2 8 8 2

35.
a)S= €0 b)S= €z-2zz.zecR c)S= €8x1l7x_xeR

d)S= €00 e)S= €00 f)S= {(32 —13 ;192 —20u ;z;u) ‘Z,ue R}

17 17
9)S= 4,000 h)S= {(%V—Z;%V+Z;Z;%;V]ZZ,V€ R}

s = {(—4U8+7V.—4U8+5V;4u_Sv;u;v]:u,VG R} j)S= €00v,viveR

8
kyS= €00 )S= €0

36. EI SEL es soluble para 1=4.S= €-2z,2z.zeR .

~
A
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37.

a) El SEL tiene solucion Unica para cualquier niumero real 4 distinto de 1 y de 2.

Si 2=-1, entonces S= €11 .

b) El SEL es incompatible para 1= -2, ya que se obtiene una contradiccion en la

ultima ecuacion.

c) Para A= 1, el SEL tiene infinitas soluciones. S= €-y-z,y;z ly,zeR.

38.
a) No soluble si k = —%.

b) No soluble si k = 1, infinitas soluciones si k = -2.

39.
a) Para-1,2y-2. b) Para 1y —2.

40. La condicién es que —2a — B +y # 0.

41. x=za+§b—c, y=—§a—ﬂb+c, z=-2a-b +c.
3 3 3 3

42,

a) ry s son paralelas.

b) m, py g se cortan en el punto (-2; -3).
c) ty u son paralelas coincidentes.

43. Se cortan en el punto P(2; 3).

44,

a) Los tres planos son coincidentes.

b) No se intersectan los tres planos.

c) Los tres planos se cortan en el punto Q(1; 2; 3).

45. Los tres planos se intersectan en una recta.
46. p: 7x+4y +3z-11=0.

47. El rango es 2.

48.

a) Los tres planos se intersectan en una recta.
b) Los tres planos se intersectan en un punto.
c) Los tres planos se intersectan en un plano.

d) Los tres planos se intersectan en una recta.

50. Parax=5+2yconyeR.

51. La ecuacién que representa a la funcién cuadratica es g(x) = x*> —2x + 5.
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52.
a) cifra de las centenas: c c+ d+u =14
cifra de las decenas: d d =c+u
cifra de las unidades: u 100c+10d+u—-99=100u+10d+c

1 1 1) (c) (14
b)|-1 1 -1|:{d|=|0 c) El nimero es 473.
1 0 -1) \u
-5 -5 -\ 14 196 0 14
| V& -5 B 9|0/ (1401)=|0 0 0
-J5 0 5 1 14 0 1
14
(14 01)-|0|=(197)
1

53. Fueron seleccionados 40 hipertensos, 45 diabéticos y 25 embarazadas.
55. En el taller laboran 27 compafieros.

56. En la primera semana se consumié 40 kWh; en la segunda, 42 kWh, y en la
tercera, 45 kWh, por lo que se ahorré mas electricidad en la primera semana.

57. EI CDR A recogi6 60 Ib de carton, el B, 50 Ib y el C, 30 Ib.

58. Fueron vacunados 62 embarazadas, 50 asmaticos y 48 nifios.

59. Hay 45 carneros, 55 vacas y 80 cerdos.

61. Son necesarios 112g de leche, 2249 de carne y 1409 de vegetales.

62. I',=4a,L,=7ael;=3a.
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