Conferencia 3
Ecuaciones lineales 
Sistemas de ecuaciones lineales

Metodo de Gauus

En este tema estudiaremos los sistemas de ecuaciones lineales, veremos algunos métodos para resolverlos. Comenzaremos por algunas definiciones.
El objetivo fundamental es que adquieran herramientas para poder resolver sistemas de ecuaciones lineales de m ecuaciones con n incógnitas. Además de que dominen el trabajo para que puedan ser utilizadas para resolver problemas de diferente índole.

Ecuaciones lineales 

Definición 

Una ecuación con n variables x1, . . . , xn se dice lineal, si puede escribirse en la forma 


a1 x1 + a2x2 +... + an xn = b.     


Las ai son los coeficientes y b es el término independiente de la ecuación. A las variables se les llama incógnitas o indeterminadas. Si b = 0, la ecuación se dice homogénea, en caso contrario se dice no homogénea. 

La ecuación que se obtiene de sustituir “b” por 0, es la ecuación homogénea asociada con la ecuación . 

Ejemplos:

1.  La ecuación 

x1+ 3x2 - 4x3  + 6x4 = -5

2. 
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3. Las ecuaciones xy  = 2,        x -y2 = 1,             cos x = y

Solución de una ecuación lineal

Definición 
Una solución particular de una ecuación lineal es un sistema k1,  k2,....kn de números, tales que, al ser sustituidos en la ecuación, se obtiene una identidad. 

Por ejemplo, si sustituimos x1,  x2, x3 y x4  por  3, 2, 5, 1  respectivamente  en la ecuación del ejemplo 1, obtenemos   3+3·2-4·5+6·1= -5,  es decir,  la ecuación se nos convierte en la identidad -5 = -5. 

El conjunto de todas las soluciones de una ecuación lineal, se conoce como conjunto solución de la ecuación. Este se obtiene despejando una de las variables en función de las restantes, y haciendo que cada variable libre tome cualquier valor escalar. Con ello se llega a un elemento genérico del conjunto solución, al cual se le llama solución general. 

Sistemas de ecuaciones lineales 

Definición 
Un sistema lineal de m ecuaciones con n incógnitas x1,...,xn  es un conjunto de m ecuaciones lineales de la forma
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Los números a ij   ( i= 1,....,m   j= 1,......,n)  son los coeficientes del sistema y   bl, b2,......bm   son los términos independientes. 

Si los términos independientes son todos cero, el sistema se dice homogéneo. Cuando este último tiene los mismos coeficientes que el sistema se dice que es su sistema homogéneo correspondiente o asociado.

Así, el sistema homogéneo correspondiente al sistema dado es
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Ejemplo:

Consideremos  el sistema 
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Sus coeficientes son  2, 1, -1, 1, 2. -3, 3, -2, 1   y los términos independientes son 1,  -4 y 2.

El sistema homogéneo correspondiente es
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Veamos qué entenderemos por solución de un sistema de ecuaciones lineales.

Definición 
Se denomina una solución del sistema a un conjunto de n números  k1, k2, . .  ..kn,  tales que, al sustituir x1 =k1, x2 =k2, . .  ..xn =kn  en todas las ecuaciones de sistema, las satisfacen idénticamente. El conjunto de todas las soluciones posibles se conoce como el conjunto solución. Cualquier elemento genérico del conjunto solución se llama solución general. 

Ejemplo: 

Probemos que  x1 = -4,  x2 = -1   y  x3= 3  es una solución particular del sistema 
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En efecto, si sustituimos los valores correspondientes tenemos


4(-4)+3(-1)+3 = -16-3+3= -16,


2(-4) - (-1) + 5(3) = -8+1+15=8.

Los sistemas de ecuaciones se clasifican, de acuerdo con la existencia o no de solución para el mismo, en compatibles e incompatibles. Si la solución es única, se dice es que compatible determinado y si posee más de una solución se dice que  es compatible indeterminado. 

Resolución de un sistema lineal 

Nuestro objetivo ahora será lograr un método práctico para resolver un sistema de ecuaciones lineales. Es decir, para determinar todas las soluciones en caso de que estas existan. Los sistemas más fáciles de resolver tienen la forma triangular, o de escalón. En ellos, la variable delantera en cada ecuación se presenta a la derecha de la variable delantera de la ecuación escrita arriba, o sea, en la forma
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Esos sistemas se resuelven comenzando en la parte inferior y avanzando hacia arriba. Primero se soluciona la última ecuación, a continuación se sustituyen los valores en la ecuación inmediata superior, con lo que también la resolveremos. A este método se le conoce como método de sustitución hacia atrás. 

Ejemplo:  

Dado el sistema  
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podemos rápidamente encontrar su solución despejando en la última ecuación x4 en función de x3 (o x3 en función de x4, lo que en este caso no es conveniente dado que x3 no aparece en la segunda ecuación) 

x4= 1+2x3.

Despejando x2 en la segunda ecuación y sustituyendo tenemos

x2= 2-x4 =2-1-2x3= 1-2x3.

Despejando x1 en la primera ecuación y sustituyendo llegamos a:

x1 =1+4x2-x3+3x4 =1 +(4-8x3)-x3+(3+6x3)= 8-3x3
Es decir el sistema solución sería
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Una solución particular del mismo sería, por ejemplo,

x1=5,    x2= -1,    x3=1,    x4=3.

Veremos ahora un método que nos permita trasformar un sistema dado a un sistema escalonado fácil de resolver, para lo cual necesitamos formalizar algunos conceptos.

Definición 

Dos sistemas de ecuaciones lineales se dicen equivalentes si ambos poseen el mismo conjunto de soluciones.

Ejemplo:

Los sistemas     
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son equivalentes ya que ambos tienen como única solución x=3,  y= 4.

Definición  (transformaciones elementales en ecuaciones) 

Dado un sistema de ecuaciones lineales se denominan transformaciones elementales sobre el sistema a las siguientes:

· Intercambiar dos ecuaciones (Ei(Ej).
· Sustituir una ecuación por su suma con otra multiplicada por una constante (Ei+cEj(Ei).
· Multiplicar una ecuación por una constante distinta de cero y poner esta nueva ecuación en su lugar  (cEi(Ei).
Teorema

Si sobre un sistema de ecuaciones lineales se realiza una transformación elemental, el sistema resultante es equivalente al inicial.

Ejemplo:

Tomemos los sistema ya vistos anteriormente
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donde el segundo se obtuvo de multiplicar la primera ecuación por 3. Ambos sistemas tienen solución única y es x =3 y = 4. 

Lo mismo sucedería si tomamos los sistemas 
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los cuales también tiene el mismo conjunto solución que los dos anteriores.

Veamos ahora un método para reducir un sistema de ecuaciones lineales a un sistema lineal escalonado. 

Método de Gauss
Consiste en transformar el sistema de ecuaciones en un sistema escalón equivalente
Ejemplos:

1. Apliquemos el método de Gauss al sistema
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Sustituimos la segunda ecuación por la suma de ella con la primera multiplicada por -3, y la tercera por la suma de ella con la primera multiplicada por -3. 
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En este caso ya se detiene el proceso. Solamente nos queda despejar
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y podemos determinar x, y, z en función de w
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El sistema dado es compatible indeterminado.

Los métodos  de solución de los sistemas de ecuaciones lineales se apoyan en la realización de determinadas operaciones con sus coeficientes, por lo que en la práctica es conveniente abreviar la escritura de un sistema lineal, escribiendo solamente sus coeficientes y términos constantes debidamente ordenados en forma de rectángulo. 
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a las cuales se les denominará respectivamente matriz y matriz ampliada del sistema de ecuaciones lineales Se acostumbra a poner una línea a modo de separador para indicar dónde está la columna de los términos independientes. Si llamamos A a la matriz del sistema usaremos la notación (A  para su matriz ampliada.

Si tenemos el sistema
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entonces, escribiendo solamente los coeficientes de las incógnitas  x1, x2 y x3, tenemos la matriz del sistema
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Esta matriz es cuadrada de orden 3 y la diagonal principal está formada por los números 2, 2, 3. El elemento a23 es el que esta situado en la segunda fila tercera columna y es el -3.

Si le agregamos otra columna, formada por los términos independientes de la ecuación, obtenemos
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que es la matriz ampliada del sistema. Esta matriz no es cuadrada ya que tiene 3 filas y 4 columnas.

 Resumen de la clase
· ¿Cómo se representa un SEL de m ecuaciones con n incógnitas?
· ¿Qué significa resolver un SEL?
· ¿Cuándo un SEL se dice homogéneo?
· ¿Cuándo un SEL se dice no homogéneo?
· ¿Cuándo se dice que un sel es compatible?

· ¿Cómo se clasifican los sistemas atendiendo a sus soluciones?

· ¿Cuándo se dice que dos sistemas son equivalentes?

· ¿Qué es la matriz de un sistema?

Bibliografía

Ecuaciones lineales  
Sistemas de ecuaciones lineales Pág. 5
Metodo de Gauus pag 10
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Estudio independiente
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Ver con detalle los ejemplos incluidos en las páginas de la 5 a la 23

Resolver los SEL 1-19 de las 84-87 del libro de texto
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