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· Calcular el determinante de una matriz cuadrada. Aplicar las propiedades de los determinantes para facilitar su cálculo.
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   Concepto de matriz
Las matrices aparecen por primera vez hacia el año 1850, introducidas por J.J. Sylvester
El desarrollo inicial de la teoría se debe al matemático W.R. Hamilton en 1853
En 1858, A. Cayley introduce la notación matricial como una forma abreviada de escribir un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas.

Las matrices se utilizan en el cálculo numérico, en la resolución de sistemas de ecuaciones lineales, de las ecuaciones diferenciales y de las derivadas parciales. Además de su utilidad para el estudio de sistemas de ecuaciones lineales, las matrices aparecen de forma natural en geometría, estadística, economía, informática, física, etc...

La utilización de matrices (arrays) constituye actualmente una parte esencial dn los lenguajes de programación, ya que la mayoría de los datos se introducen en los ordenadores como tablas organizadas en filas y columnas : hojas de cálculo, bases de datos..

Definición 

Llamaremos matriz de m filas y n columnas a toda tabla rectangular de números dispuestos en m filas horizontales y n columnas, en la forma
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 =(aij)mxn.           La i-ésima fila de A es 
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   y la j-ésima columna es 
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A los números aij les llamaremos coeficientes de la matriz

El número aij es el (i,j)-ésimo elemento de A y está situado en la fila i, columna j. Si la matriz tiene m filas y n columnas diremos que es una matriz de tamaño mxn. Si m=n diremos que es una matriz cuadrada de orden n. A la diagonal de la matriz cuadrada donde están los elementos de la forma aii se le conoce como diagonal principal. Si en una matriz cuadrada de orden n todos los elementos de la diagonal principal son iguales a 1 y el resto son ceros, se dice que esta matriz es la matriz identidad de orden n.
Si todos los coeficientes de una matriz de mxn son ceros, decimos que ésta es la matriz nula de tamaño mxn y se denota por 0mxn o simplemente por 0 si no hay lugar a dudas.

Si m=1, diremos que es A una matriz fila y si n=1 diremos que es una matriz columna.

Si A es cuadrada real y aij = aji  para todo i y todo j,  la matriz se dice simétrica y, si aij = -aji, se dice antisimétrica..

Ejemplos:

1. 
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es una matriz cuadrada de orden 2.

2. 
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es una matriz columna.

3. 
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 es una matriz fila.

4. 
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   Esta es una matriz simétrica de orden 3.

5. 
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  es matriz nula de 2x1 o matriz columna nula de tamaño 2x1.

6. 
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 es matriz nula de orden 2.

7. 
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es la matriz nula de tamaño 4x3.

Veamos los siguientes casos particulares de matrices.

Si A es una matriz cuadrada cuyos elementos son aij, entonces su diagonal principal estará formada por los aii. La matriz A es triangular superior si todos los elementos debajo de la diagonal principal son cero, ejemplo  
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A es triangular inferior si todos los elementos por encima de la diagonal principal son cero,
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A es diagonal si todos los elementos arriba y debajo de la diagonal principal son cero. 
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A se dice escalar si es diagonal y todos los elementos de la diagonal son iguales. 
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Transformaciones elementales por fila en una matriz

Definición 

Las operaciones elementales por fila en una matriz son:

· Intercambiar dos filas (fi ( fj).

· Sustituir una fila por su suma con un múltiplo de otra fila (fi+ cfj ( fi). 

· Sustituir una fila por un múltiplo no nulo de ella misma  (cfi ( fi).

Definición 

Dos matrices A y B son del mismo tamaño, se dicen equivalentes si una  se puede obtener a partir de la otra por medio de un número finito de operaciones elementales. Se utiliza la notación A~B para indicar que "la matriz A es equivalente a la matriz B".

Ejemplos:

1. Las matrices 
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 son equivalentes, pues si a partir de la matriz A realizamos sucesivamente las transformaciones    f1(f2,    f3+ f1 ( f3, y finalmente, f3+(-1)f2 ( f3    obtenemos B.
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Debido a que las operaciones elementales que hemos definido para las matrices, coinciden con las que hemos definido para sistemas de ecuaciones lineales, podemos concluir que a sistemas de ecuaciones equivalentes le corresponden matrices equivalentes.

2. Apliquemos las matrices equivalentes para resolver el sistema de ecuaciones 
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La matriz ampliada sería
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, que es equivalente a la matriz 
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De donde se obtiene el sistema 
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que nos permite determinar rápidamente los valores de x, y, z en función de los de w.

Hagamos ahora un estudio mas detallado de las matrices.

Igualdad de matrices

Definición 

Dos matrices A=(aij) y B= (bij)  son iguales si tienen el mismo tamaño y sus elementos correspondientes son iguales. Es decir, si  aij=bij para todo i y j.

Ejemplo:

Sean
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. 
Aquí se tiene que B=A, pero A(C, pues no son iguales los coeficientes homólogos. A(D pyes son de diferente tamaño
Operaciones con matrices

Dentro del trabajo con matrices es de gran importancia la realización de determinadas operaciones entre las mismas, es por ello que estudiaremos dichas operaciones y sus propiedades. 

Denotemos por Mmxn al conjunto de todas las matrices de tamaño mxn con coeficientes en (
Suma de matrices

Definición 

Sean A=(aij)mxn y B= (bij)mxn, dos matrices del mismo tamaño. Entonces la suma de A y B,  que denotaremos por A+B,  es también una matriz de tamaño mxn, definida por 

A+B= (cíj)mxn,

donde cij =aij +bij para todo i y j .

Es decir, que para sumar dos matrices, se suman sus coeficientes homólogos disponiendo el resultado en la misma posición  que ocupan los sumandos. Es importante destacar que dos matrices de diferente tamaño no se pueden sumar.

Ejemplo:

Sean A y B las matrices 
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 Propiedades de la suma

 Sean A, B y C matrices cualesquiera de Mmxn. Entonces 

1. (A+ B)+C= A+(B +C)  (asociatividad de la suma) 

2. A +B =B +A   (conmutatividad de la suma). 

Dejamos la prueba de estas dos propiedades como ejercicio al estudiante, toda vez que se basa solamente en la conmutatividad y la asociatividad de la suma de números.

3. Dada cualquier matriz Anm

Amn+0mn=Amn+0mn=Amn
Es decir:

El neutro para la suma de matrices de tamaño mxn es la matriz nula de tamaño mxn.
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Ejemplo: 
4. Para toda matriz A=(aij)  (Mmxn 

A+(-A) = (-A)+A=0mn
Esta matriz se conoce como la opuesta de A. 

Es decir: La opuesta de la matriz A=(aij)mxn es la matriz -A= (-aij)mxn
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Producto de una matriz por un número

Definición 

Sea A=(aij) una matriz de tamaño mxn y sea ( un número. Se define el producto de ( por A (y se denota (A) como una matriz de tamaño mxn, cuyo coeficiente ij viene dado por cij=(aij.

Ejemplo: 
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Propiedades del producto de una matriz por un número 

Para todo par de matrices A y B y todo par de números ( y ((( , se cumple que:

1. 1A=A.  

2. ((() A = (((A)= (((A). 

3. (( + ()A = (A + (A. 

4. (A + B) = (A + (B. 

La prueba de las propiedades se deja como ejercicio al lector y se basa en las propiedades del producto de números.

Producto de matrices 

Definición 

Sean A=(aij​)mxn y B=(bij) nxp dos matrices de tamaños mxn y nxp respectivamente. Entonces el producto de A y B, que lo denotaremos por AB, es una matriz de tamaño mxp definida de la forma siguiente:

AB=(cij)mxp​, donde 
cij = ai1 b1j+ai2 b2j+....+ainbnj.

Ejemplo:   Si    
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EMBED Equation.3[image: image28.wmf]÷
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Propiedades del producto de matrices

1. A(BC)=(AB)C  cualesquiera sean las matrices A, B y C de tamaños mxn,  nxp y pxk respectivamente. Es decir, el producto de matrices es asociativo.

2. A(B + C)=AB+AC cualesquiera sean las matrices A de tamaño mxn y  B y C de tamaño nxk. El producto de matrices es distributivo a la izquierda respecto a la suma.

3. (B+C)A=BA+CA   cualesquiera sean las matrices A de tamaño mxn y  B y C de tamaño kxm.  El producto de matrices es distributivo  a la derecha respecto a la suma.

4. ((BC)=((B)C= B((C) cualquiera sea el número ( y B y matrices de tamaños mxn y nxp respectivamente.

5. ImAmxn=AmxnIn=Amxn donde Im e In son las matrices identidades de orden m y n respectivamente. 

6. 0pxmAmxn = 0pxn   y   Amxn0nxp=0mxp,  donde 0m y 0n son las matrices nulas de orden m y n respectivamente. 
Observaciones 

1. El producto de dos matrices no es conmutativo en general, dado que no está definido el producto AB de dos matrices de tamaños mxn y pxm.

2. El producto de dos matrices puede ser la matriz nula sin que lo sean las matices factores. Por ejemplo:

Si 
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Teniendo en cuenta que las matrices se pueden multiplicar, podemos escribir el sistema de ecuaciones 
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utilizando la notación matricial  


AX=B,

donde A es la matriz del sistema, X es el vector columna formado con las incógnitas y B es el vector columna formado con los términos independientes. 

Es decir,
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Transpuesta de una matriz

Definición 

Se denomina transpuesta de la matriz A=(aij)mxn   a la matriz
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 que tiene por filas las columnas de A y se denota por At.

Observemos que At  tiene tamaño nxm.

Ejemplo

Si 
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entonces 
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Propiedades de la transpuesta

Cualesquiera sean las matrices A y B se cumple que:

1. (At) t =A.

2.  (A+B)t= At +Bt.

3.  (cA)t =cAt.

4. (AB)t = BtAt.

5. Si A es simétrica, entonces ella es su propia transpuesta.

Ejemplo

Si 
[image: image37.wmf]÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

=

4

1

6

1

8

3

6

3

2

A

,  entonces At=A.  

Se propone como ejercicio la prueba de estas propiedades.

Determinante de una matriz cuadrada 

Ahora veremos una aplicación del conjunto de las matrices cuadradas en los reales donde a cada matriz cuadrada A le asignamos un número real al que llamaremos determinante de A. esta función fue descubierta en la investigación de sistemas de ecuaciones lineales y es una importante herramienta en a investigación y obtención de propiedades de un operador lineal.
Los determinantes son de gran utilidad en Algebra Lineal, con muchas aplicaciones en Ingeniería, Física, Economía y Matemática entre otras. Con ellos podemos resolver sistemas lineales con gran facilidad. Es por ello que le dedicaremos este epígrafe. Comencemos por las definiciones. 

Definición.
Se conoce como función determinante a la que va del conjunto de las matrices cuadradas en R tal que a cada matriz 
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 le hace corresponder el número  
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A ese número se le conoce como determinante de la matriz A y se escribe: 
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El determinante se puede escribir en forma análoga a la matriz pero entre barras.
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Veamos como es el determinante de una matriz de orden 2
Sea 
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 una matriz de 2x2 con coeficientes en (. El determinante de A será el  número       a11a22 - a12 a21.

Es decir:     
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Así, por ejemplo, el determinante de la matriz
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  . Si la matriz es cuadrada de orden 3 
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, el determinante de A es el número

a11a22a33 +  a12a23a31 + a13a21a32 - a13a22a32 - a12a21a33 - a11a23a32

y escribimos 
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Ahora, para calcular un determinante de orden 3 se siguen los siguientes pasos: 

Se adjuntan las dos primeras columnas a la derecha   
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Se calculan los productos de los elementos de las diagonales que se forman tomando de izquierda a derecha los productos de arriba hacia abajo con signo (+) y los de abajo hacia arriba con signo (-).
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Se realiza su suma algebraica.

A este desarrollo se le conoce como desarrollo de Sarrus para un determinante de orden 3.
Ejemplo: Calculemos el determinante 

[image: image85.wmf]17

D10

32

æö

ç÷

=-

ç÷

ç÷

èø


[image: image50.wmf]3

-

6

2

-

5

4

3

1

-

2

1

. Agregamos las dos primeras columnas 
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Multiplicando las diagonales de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo nos quedan los productos 
(1)(4)(-3),    (2)(5) (-2),    (-1)(3)(6). 

Haciendo lo mismo, pero calculando los productos de las diagonales de izquierda a derecha y de abajo hacia arriba
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obtenemos los productos con signo "menos" - (-2)(4)(-1),     - (6)(5)(1),    - (-3)(3)(2).

El siguiente paso consiste en sumar algebraicamente todos esos productos
(1)(4)(-3)+ (2)(5)(-2)+(-1)(3)(6)-(-2)(4)(-1)-(6)(5)(1)-(-3)(3)(2) =-12-20-18-8-30+18 = -70.

Si la matriz A es de orden n 
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observemos que el determinante de A lo podemos obtener con la suma algebraica de productos de coeficientes de la matriz siguiendo las siguientes reglas:

· Hay n! sumandos.

· Cada sumando es un producto que contiene n factores.

· En cada producto aparece representada una sola vez cada fila y cada columna de la matriz. 

· Cada producto va precedido de un signo, que se obtiene de acuerdo con el número de inversiones que es preciso realizar para que la forma en que aparecen dispuestas las columnas (una vez dispuestas las filas en orden natural ascendente), pueda ser llevada a orden natural ascendente. Si este número es par, el producto correspondiente estará precedido de signo positivo, si el número de inversiones resulta impar, el producto estará precedido de signo negativo.

Veamos para las matrices de orden 2 y 3

Propiedades de los determinantes

Veamos algunas propiedades de los determinantes que nos facilitarán su cálculo.

Propiedad 1

Si una de las columnas (filas) de un determinante esta íntegramente constituida por ceros, el determinante es nulo.
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Propiedad 2: Si en un determinante se intercambian dos columnas (filas), éste cambia de signo.


[image: image55.wmf]ab

adcb

cd

=-

                                                 
[image: image56.wmf]ba

cbad

dc

=-


Observe que los términos que tienen signo "+" en el primer determinante, tienen signo "-" en el desarrollo del  segundo, y viceversa.

Propiedad 3: Si en un determinante hay dos columnas (filas) iguales, éste es cero.
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Propiedad 4: Si una de las columnas (filas) de un determinante se multiplica por un escalar, todo el determinante queda multiplicado por dicho escalar
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Propiedad 5: Si un determinante tiene una columna (fila) que es múltiplo de otra columna (fila), éste es cero.

Supongamos que nuestro determinante es
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Propiedad 6: Si tenemos una columna que es la suma de dos números podemos separar el determinante en dos
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Ejemplo:
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Nótese que, si lo calculamos directamente, obtendremos 
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Observemos que la propiedad 6 nos dice que el determinante de la suma de dos matrices no es igual a la suma de los determinantes de las matrices sumandos.

Ejemplo: Sean 
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. Por otra parte,
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Propiedad 7: El determinante del producto de dos matrices cuadradas del mismo tamaño es el producto de los determinantes de dichas matrices. Es decir,

det (AB)=detA detB, donde A y B son dos matrices cuadradas de orden n.

Por ejemplo: 
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 vemos que  detA. detB.=24  y que det AB=24

Propiedad 8: Un determinante no se altera si a los elementos de una columna (fila) se le adicionan los de otra columna (fila) multiplicados por un escalar arbitrario.
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 Propiedad 9: Para toda matriz cuadrada A se cumple que det A = det At
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Preguntas de comprobación
¿Qué es la matriz de un sistema?

¿A qué llamamos tamaño de la matriz?

¿Cuándo decimos que una matriz es cuadrada?

¿Cómo es  la matriz nula? 
¿Cómo es  la matriz identidad? 
¿Cuáles son las transformaciones elementales en una matriz?

¿Cuándo se dice que dos matrices son equivalentes?
¿Cómo se obtiene la transpuesta de una matriz A?
¿Cuándo dos matrices se pueden sumar?
¿Cuáles son las propiedades de la suma de matrices?
¿Cómo se multiplica una matriz por un número?
¿Cuáles son las propiedades del producto de una matriz por un número?
¿Qué condición deben cumplir dos matrices para que se puedan multiplicar?
¿Cuáles son las propiedades de los determinantes? 

¿Cómo se calcula el determinante de una matriz de orden 3?

Estudio independiente
Matrices Pag 98

Ejercicios 1 pag 154, 2 pag 156, 3 y 4 pag 157, 13 pag 176[image: image76.png]
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