Conferencia 3

Menores y cofactores
Regla de Cramer para sistemas de ecuaciones de n ecuaciones con n incógnitas
Vectores
Rango de una matriz
Menores de una matriz

Aunque ya se dispone de todo un conjunto de importantes propiedades que pueden ser aplicadas al cálculo de determinantes en situaciones específicas, las mismas presentan el inconveniente de requerir determinadas características en la matriz que no siempre están presentes en la práctica. Esto hace necesario encontrar una vía de cálculo más simple que la propia definición y que pueda ser aplicada al cálculo del determinante de una matriz en cualquier caso.

Partamos de una matriz de orden 3. En ese caso es
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Si extraemos a11 factor común en los términos en que se encuentra y hacemos lo mismo con a12   y   a13 tenemos que


detA = a11(a22a33 -a23a32) +a12 (a23a31 - a21a33) + a13 (a21a32 - a22a31).

Notemos que cada uno de los paréntesis no es más que el determinante que resulta del inicial, al eliminar la fila y la columna en que se encuentra el coeficiente que multiplica a dicho paréntesis. Así,
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Con la idea de generalizar esta propiedad a determinantes de mayor orden, veamos algunas definiciones.

Definición 

Dada una matriz cuadrada A =(aij) de orden n, se denominará menor de orden (n-1) asociado al elemento aij de la matriz A, al determinante de la matriz que resulta de eliminar de A la fila i y la columna j. Este menor se denotara por Mij.

Ejemplo:

En la matriz
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el menor M23 será  
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Observemos que det A= a11M11 - a12M12 +a13M13. El signo "+" y el signo  "-",  se  corresponden con (-1)i+j .  

Definición 

Dada una matriz cuadrada A=(aij) de orden n, se denomina cofactor asociado al elemento aij  de A al número (-1)i+j Mij, el cual será denotado por Aij.

En la matriz del ejemplo anterior tenemos
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Desarrollo de un determinante por menores

Teorema 

Sea a=(aij) una matriz cuadrada de orden n, entonces


detA =  a11A11 + a12A12 +....+ a1n A1n                                   
o lo que es lo mismo 


detA =  a11M11 - a12M12 +...+(-1)1+n a1n M1n.

Tomemos el producto de cada elemento de la primera fila por el cofactor  que le corresponde, es decir, consideremos los productos


a11A11,    a12 A12,  ..........a1n A1n.  


Como ya sabemos, ningún coeficiente del determinante de A puede estar incluido en dos productos diferentes y todos los términos del determinante incluidos en el producto a11A11 contienen al coeficiente a11, por lo que se diferencian de los términos que forman parte del producto a12 A12. Además, el número total de términos del determinante de A que están incluidos en todos los productos es igual a  (n-1)!n = n! y con ello se barren por completo los términos del determinante de A, por lo que se verifica  

Se puede obtener un desarrollo semejante si tomamos cualquier otra fila o columna. 
Ejemplo:

Sea                                    
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.

Calculemos su determinante utilizando la primera columna, que por contener un 0 facilita los cálculos

   

[image: image7.wmf]2

3

5

4

3

1

0

3

1

2

4

0

3

1

2

1

A

det

-

-

-

-

-

-

=



        
[image: image8.wmf]3

1

0

1

2

4

3

1

2

)

1

)(

4

(

2

3

5

1

2

4

3

1

2

)

1

)(

3

(

2

3

5

3

1

0

3

1

2

)

1

(

0

2

3

5

3

1

0

1

2

4

)

1

(

1

)

1

4

(

)

1

3

(

)

1

2

)

1

1

(

-

-

-

-

-

+

-

-

-

-

-

-

+

-

-

-

+

-

-

-

-

=

+

+

+

+


                    
[image: image9.wmf]96

56

21

19

)

12

2

12

12

(

4

)

8

6

30

5

36

8

)(

3

(

0

)

36

5

30

8

(

1

=

+

+

=

+

+

+

-

+

+

-

+

+

-

-

-

+

+

+

+

-

=


Notemos que la presencia de un coeficiente cero en la posición (2,1) nos sugiere la conveniencia de efectuar el desarrollo por la primera columna.

Aplicando el desarrollo por menores, podemos ver rápidamente que el determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de la diagonal. En efecto, sea 
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Calculemos el determinante de A
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Regla de Cramer para sistemas de dos ecuaciones con dos incógnitas  

El método de Gauss expuesto anteriormente, aún cuando es aplicable a la resolución de cualquier sistema de ecuaciones lineales, no expresa las soluciones del sistema en término de los coeficientes del mismo, ni de los términos independientes, por lo que se hace necesario desarrollar la teoría con otros métodos de resolución.

Con el uso de los determinantes podemos encontrar un nuevo método para resolver los sistemas de ecuaciones.

Comencemos un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas.

Tomemos el sistema
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Para resolverlo, despejamos la "y" en la primera ecuación (suponiendo a12 (0, en caso contrario despejamos “x”) 


[image: image14.wmf]12

11

1

a

x

a

b

y

-

=

, y lo sustituimos en la segunda, de donde nos queda
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Despejando “x” tenemos que 
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se obtiene
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, suponiendo que a11a22 - a12 a21(0.

Es fácil comprobar que estos valores encontrados para "x" e "y" nos brindan la solución única de este problema. 

Observemos que los denominadores de "x" e "y" son iguales y coinciden con el determinante de la matriz del sistema, es decir, es el determinante de la matriz
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Utilizando la notación del determinante encontramos que la solución del sistema se puede escribir como 
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Al determinante del denominador se le conoce como determinante del sistema y se acostumbra denotarlo por (s, mientras que los determinantes que aparecen en los numeradores se conocen como determinantes de las incógnitas "x" e "y", denotándose por  (x y (y respectivamente.

Observemos además que estos últimos determinantes se obtienen de cambiar en (s la primera o la segunda columna, según corresponda, por la columna de los términos independientes.

Es importante destacar que el hecho de que el sistema cuadrado dado sea compatible determinado está relacionado con que el determinante de la matriz del sistema sea diferente de cero. Es decir:

· Si el determinante de la matriz del sistema es diferente de cero, el sistema es compatible determinado y su solución viene dada por    
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· Si el determinante de la matriz del sistema es cero, el sistema es incompatible o compatible indeterminado.

Ejemplo:

Resolver el sistema 


[image: image23.wmf]î

í

ì

=

=

+

1

5y 

-

3x

7

3y 

2x

.

En este caso es 
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(0, por lo que el sistema es compatible determinado.

Cambiando la primera y la segunda columnas por la columna de los términos independientes obtenemos
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Regla de Cramer para sistemas lineales de tres ecuaciones con tres incógnitas

Sea ahora el sistema de 3 ecuaciones con 3 incógnitas
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Para resolver este sistema procedemos de manera análoga al caso de dos ecuaciones con dos incógnitas.

Calculamos  el determinante de la matriz de sistema
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y en el numerador tenemos el determinante de la matriz que resulta de sustituir en la matriz del sistema la primera columna por los términos independientes.  Así, para calcular las incógnitas del sistema utilizamos el mismo procedimiento que en el caso de sistemas de 2 ecuaciones con 2 incógnitas y tenemos que 
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Los determinantes de los numeradores son los determinantes de las incógnitas y el determinante del denominador es el determinante del sistema y se denotan por 
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 respectivamente. De esta manera tenemos que
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Ejemplo:

Apliquemos el método de Cramer para resolver el sistema
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Calculando el determinante de la matriz del sistema se tiene 
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  =8+15-3-2-30+6= -6.

Para encontrar (x sustituimos la primera columna del determinante por la columna de los términos independientes.
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Cambiando la segunda y la tercera columna por la columna de los términos independientes obtenemos (y   y   (z respectivamente. Así es (y = -12   y   (z = -18, de donde obtenemos la solución  x =1, y =2, y z =3.

Regla de Cramer para un sistema cuadrado de n ecuaciones con n incógnitas

Siguiendo la misma idea de los determinantes de orden dos y tres, podemos encontrar las soluciones de un sistema de n ecuaciones con n incógnitas. Si el determinante del sistema es diferente de cero, tenemos solución única para el mismo y ésta viene dada por
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siendo (s el determinante de la matriz del sistema y  (i el determinante que resulta de sustituir en (s los coeficientes de xi por los términos independientes.

En los siguientes epígrafes encontraremos otras aplicaciones de los determinantes.

Vectores fila y vectores columna 

Abordaremos el estudio de un concepto que permitirá expresar la relación de dependencia entre las ecuaciones de un sistema y nos permitirá eliminar las que resulten de las transformaciones elementales realizadas en el sistema inicial.

Definición 

Se denomina vector n-dimensional a todo sistema ordenado de n números (1, (2,.., (n . Si los (i se disponen en la forma 

((1, (2,... ,(n),

el vector se denomina vector fila. Si los (i se disponen en la forma
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el vector se denomina vector columna.
Estos vectores filas y columnas pueden ser interpretados como matrices de tamaño 1xn y nx1 respectivamente, por lo que para los mismos están definidas la suma y el producto por un escalar. Es decir,

((1, (2,... ,(n) + ((1, (2,... ,(n) = ((1+(1, (2+(2,...., (n+(n),

(((1, (2,... (n) = (((1, ((2,... ,((n)

 y   
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Al vector que tiene todos los coeficientes iguales a cero se le conoce como vector nulo.

Definición
Un sistema finito de vectores (v1, v2,....vm) no es mas que un conjunto de vectores en el cual se pueden repetir vectores y además hay un orden establecido
Definición 
Dado un sistema de n vectores fila (o columna) m-dimensionales (v1, v2,....vm) se denomina combinación lineal del sistema (vi ) a toda expresión del tipo  (1 v1 +(2 v2.. +(m vm      donde los (1 son elementos de (  para todo i desde 1 hasta n.

Observemos que el resultado de una combinación lineal de un sistema de vectores fila (columna) es de nuevo un vector fila (columna).

Ejemplos:

1. Tomemos el sistema S= {(2,3,-1), (-3,6,-4), (-4,15,-9)}.Una combinación lineal de los vectores de S podría ser

2(2,3,-1)-5 (-3,6,-4)-10 (-4,15,-9)

otra combinación lineal pudiera ser

6(2,3,-1)+5 (-3,6,-4)-3 (-4,15,-9).

2. Si los vectores fuesen columna sería similar. Es decir, si
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una combinación lineal sería
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Observemos que con un sistema de vectores podremos formar infinitas combinaciones lineales dado que ( tiene infinitos elementos. Es de destacar aquella combinación lineal en la cual todos los coeficientes son iguales a cero

0v1+0v2+....+0vm,

que se conoce como combinación lineal trivial y el resultado es el vector nulo, lo que nos dice que el vector nulo siempre puede ser obtenido como combinación lineal de cualquier sistema de vectores.  

También puede suceder que el vector nulo sea obtenido como combinación lineal no trivial de los vectores de un sistema. 

Por ejemplo, si tenemos el sistema S= {(2, 3,-1), (-3,6,-4), (-4,15,-9), se puede obtener el nulo como la combinación lineal    (2,3,-1)+2 (-3,6,-4)- (-4,15,-9)=0,  donde los coeficientes son no nulos. En estos casos decimos que el sistema es linealmente dependiente.

Definición 

Un sistema de vectores filas (o columnas) (v1, v2, ...vn) se dice linealmente dependiente (l.d.) si existe una combinación lineal no trivial de los vi, que dé como resultado el vector nulo. En caso contrario, es decir, si la única combinación lineal de los vectores del sistema, que da como resultado el vector nulo, es la trivial, se dice que el sistema es linealmente independiente (l.i.).

Ejemplos:

1. El sistema S= {(2,3,-1), (-3,6,-4), (-4,15,-9)} es linealmente dependiente, dado que 

(2,3,-1)+2 (-3,6,-4)- (-4,15,-9)=(0,0,0).

2.Todo sistema que contenga al vector nulo es l.d. 

En efecto, si tenemos el sistema (v1, v2, ...,vn) donde algún vector es nulo, por ejemplo, el vi, podemos establecer una combinación  lineal tomando a cero como coeficiente de los vj con j(i  y  para vi tomamos un coeficiente diferente de cero. 

0v1+0v2+......+(vi+......+0vm.

Esta combinación lineal es no trivial y da como resultado el vector nulo.  Luego, el sistema es l.d.

3. El sistema 
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 es linealmente independiente, pues la combinación lineal 
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da como resultado el nulo solamente si ( y ( son cero a la vez.

Teorema 

Un sistema de vectores (v1, v2, ...vn) es linealmente dependiente si y solamente si al menos uno de los vectores se puede expresar como combinación lineal de los restantes.

Como consecuencia del teorema tenemos que

Un sistema de vectores es l.i. si y sólo si ninguno de sus vectores se puede expresar como combinación lineal de los restantes.

En particular un sistema formado por un solo vector v es l.i. si y solo si v(0, dado que este caso y solo en éste, la única combinación lineal ((v) que da el nulo es cuando (=0.

Además, el sistema S que consta de 2 vectores será es l.d. si solo si los vectores son múltiplos uno del otro. En efecto el sistema (v;w) es l.d. si y solamente si existen números (1 y  (2 no nulos a la vez, tales que (1 v + (2w=0. Si (2 (0 tenemos que 
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 y si (1 (0 tenemos que 
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Ejemplos:

1. El sistema S={(3,-1), (9,-3)}, formado por dos vectores, es l.d. pues son múltiplos uno del otro. 

2. 
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 Buscamos una combinación lineal que dé como resultado el nulo.
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lo que nos lleva a las igualdades
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Este sistema no tiene solución única como pueden comprobar resolviéndolo. Por lo que el sistema de vectores es l.d.

3. Sea S= {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)}. Escribamos la combinación lineal 

((1,1,1)+ ((1,1,0) +( (1,0,0)=(0,0,0),

de donde se obtiene el sistema
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Luego, la única solución es ( =(=( =0,  por lo que el sistema es l.i. 

Observemos que todo sistema tiene subsistemas l.i., a menos que sea el sistema formado por un único vector nulo. El sistema ((3,1),(9,-3)), a pesar de ser l.d., tiene todos los subsistemas unitarios l.i. 

Definición 

Diremos que un sistema es l.i. maximal, si es l.i. y al agregarle otro vector, el nuevo sistema resulta linealmente dependiente.

Así, el sistema S es l.i. maximal.
Se puede probar que todos los subsistemas maximales de un sistema S poseen el mismo número de vectores, lo que nos permite dar la siguiente definición.

Definición 

Dado un sistema finito S de vectores fila o columna, se denomina rango de S al número de vectores de uno cualquiera de sus subsistemas l.i. maximales.

Ejemplos:

1. El sistema
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 dado que S es ld y el subsistema 
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      es l.i.

2. El sistema S= {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)} tiene rango 3, pues S es un sistema l.i.

Rango de una matriz

Definición 

Llamaremos rango de una matriz al rango del sistema formado por sus vectores filas. Al rango de A lo denotaremos por rg A.

Ejemplos:

1. Si  
[image: image59.wmf]÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

=

9

15

4

4

6

3

1

3

2

A

, entonces rg A=2, pues sus filas son los vectores del ejemplo 2 analizado anteriormente y vimos que el rango de ese sistema es 2. Mientras que si 
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     se tiene rg B = 3,  pues sus filas son los vectores del sistema del ejemplo 3 y este sistema tiene rango 3.

2.  Sea  
[image: image61.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

1

0

0

1

0

0

1

1

A

. En esta matriz los vectores filas son l.i., pues no son múltiplos uno del otro. Luego es rg A = 2 .

Preguntas de comprobación.
¿Cuál seria el menor M23 en la matriz
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¿Cuál es el cofactor asociado al elemento 2,3 de la matriz anterior?

¿Cómo sería el desarrollo por menores de la matriz?
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Si aplicamos el método de Cramer para un sistema cuadrado ¿Quién es el denominador de las incógnitas? ¿Cómo se obtienen los numeradores?

¿Cómo calcularía el rango de una matriz?

Estudio independiente.

Estudie los ejemplos 5,6 y 7 de las páginas 48,49 y 50

3 pag 42, 
1 pag 62 
 3, 4 y 5 de las páginas 123 y 124
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