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Calculo del Rango de una matriz

Matrices inversibles

Matrices elementales

Teorema de Kronecker- Capelli
Cálculo del rango de una matriz

Dado lo engorroso que puede resultar el cálculo del rango de una matriz en base a la definición, trataremos de encontrar un método práctico que  permita calcular el mismo. 

Recordemos
Rango de una matriz es el rango del sistema formado por sus vectores filas
Al rango de A lo denotamos por rg A
Ejemplo
[image: image1.wmf]÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

35

34

33

32

31

25

24

23

22

21

15

14

13

12

11

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

A



rg A=2
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rg B = 3

Definición 

Dada una matriz A de tamaño mxn y un número natural k( min (m,n), se denomina menor de orden k de A, al determinante de cualquier matriz cuadrada que resulte de intersecar k filas y k columnas de A.

Por ejemplo, en la matriz 
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los determinantes enmarcados son menores de orden 1 a22 y a34 y los de orden 2

[image: image2.wmf]1112

2122

aa

aa

,                           
[image: image3.wmf]2425

3435

aa

aa


. De orden 3 podemos poner 
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Para esta matriz tenemos menores de orden 1, 2 y 3, pero no podemos formar determinantes de orden superior a 3, dado que ella tiene solamente 3 filas
Teorema

Una matriz es de rango r si posee un menor de orden r diferente de cero y todos los menores de orden k > r son nulos.

Este teorema nos brinda un método práctico para determinar el rango de una matriz, dado que basta encontrar un menor de orden r diferente de cero y analizar los que lo bordean de orden r+1, hasta encontrar uno diferente de cero o mostrar que todos son cero. 

Por ejemplo:

Si 
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El menor de orden 1 en la esquina superior izquierda es diferente de cero y el menor de orden  2 de la esquina superior izquierda que lo contiene es también diferente de cero
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Formamos los menores de orden 3 que lo bordean, hasta encontrar uno diferente de cero o verificar que son todos nulos. 

Encontramos que el determinante
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Ahora tendríamos que probar con los menores de orden 4 que lo bordean. En este caso, solamente hay 2 y ambos son iguales a cero (se deja el cálculo como ejercicio) por lo que el rango de  la matriz es 3.

Consecuencias

· Como el determinante de una matriz no cambia si se ésta se transpone, los menores de una matriz y los de su transpuesta son los mismos, por lo que 

rgA = rg At.

 De aquí que el rango de una matriz coincide con el número máximo de columnas l.i. que ella posee.

· Si A es de tamaño mxn, entonces rg A(  min (m,n).

· Si A es cuadrada de orden  n, entonces rg A=n ( det A(0( las filas (columnas) de A son l.i.

Matriz inversible. Condición de inversibilidad

Definición 

Se dice que la matriz A de orden n es inversible, o no singular, si existe una matriz B, llamada la inversa de A, tal que 

AB = BA = In
Obsérvese que la definición obliga a que B sea de orden n. 

Una matriz inversible sólo tiene una inversa, es decir, la inversa es única. Si C fuera otra inversa, entonces sería

B = BIn = B(AC) = (BA)C = InC = C,  

por consiguiente sería B=C. 

La inversa de una matriz inversible A será denotada  por A-1.

Así  

AA-1=A-1A= In.
Ejemplo:

Si 
[image: image9.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

4

3

2

1

A

, su inversa será la matriz 
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 ¡ Compruébelo!

Observaciones
A-1 es también de orden n 
La inversa de A es única pues si  C es otra inversa de A. tendríamos 

C= CIn = C(AA-1) = (CA)A-1 = InA-1 = A-1

de donde llegamos a C=A-1
No todas las matrices cuadradas tienen inversa. Por ejemplo, la matriz nula no tiene inversa, dado que no existe otra matriz que multiplicada por la nula nos dé la identidad. Una matriz cuadrada que no tiene inversa se llama no inversible o singular. 

Veamos como encontrar la inversa de  una matriz de orden 2.

Sea
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La inversa de A será una matriz de orden 2, la podemos obtenre realizando los siguientes pasos

1) intercambiamos a y d

2) le cambiamos el signo a c y a b

3) multiplicamos por 1/detA

Así obtenemos  
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Se deja como ejercicio probar que el producto de la A-1 asi obtenida por A es igual a 


[image: image13.wmf]2

10

I

01

æö

=

ç÷

èø


Ejemplos:

1. Si 
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entonces  det A= -2,   luego 
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2. Si 
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En este caso es det A =0, por lo que no existe A-1, pues no podemos dividir por cero.

Propiedades de las matrices inversibles

1. El producto de dos matrices inversibles es inversible. Es decir, si A y B son matrices inversibles de orden n, también lo es AB  y    (AB)-1 = B-1 A-1.

Notemos que la inversa del producto es el producto de las inversas de los factores en orden inverso.

Nota:  Si    Al,A2,...,An-1, An     son inversibles y del mismo tamaño, también lo es el producto 

A1 A2 ··· An-1 An. Su inversa es
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2.  La inversa de una matriz inversible también es inversible. Es decir si A es inversible, también lo es A-1, y (A-1)-1 =A.

3. El producto de una matriz inversible por un escalar distinto de cero es también una matriz inversible y su inversa es el producto del inverso del escalar por la inversa de la matriz. Es decir, si A es inversible y c es un escalar distinto de cero, entonces cA es inversible y 

(cA)-1 = (1/c) A-1 

4.  Si A es una matiz cuadrada inversible entonces
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En efecto como   A·A-1=I tenemos que detA·det A-1= detI=1,  de donde, si despejamos detA-1, encontramos la propiedad planteada.

5.  Potencias de matrices con exponentes negativos. 

Si A es inversible, las potencias de A con exponentes negativos, se definen en la siguiente forma:

Para n entero y n > 0 

A-n =  (A-1)n  = A-1 A-1 ... A-1     (n factores).

Algoritmo para calcular la inversa de una matriz

Tratemos de encontrar un algoritmo para calcular la inversa de una matriz.

Veamos un ejemplo.

Sea 
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 de donde se obtienen los sistemas de ecuaciones 
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cuyas matrices ampliadas respectivas son
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Si las transformamos realizando operaciones elementales en ellas tenemos
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De ahí que sea  x =2,   z= -1. Lo mismo hacemos con la segunda matriz 
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de donde y= -3,   t=2     y 
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Notemos que podríamos haber trabajado las dos matrices a la vez escribiendo la matriz
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Observe que comenzamos con el esquema  [A : I] y terminamos con [I : A-1].

Si A no es inversible, por ejemplo,
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y pretendemos aplicar el mismo método que en el caso anterior, tendríamos
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donde encontramos una fila de ceros,  lo que nos impide  solucionar el sistema de ecuaciones.

Este algoritmo es también válido para matrices de mayor tamaño.

Matrices elementales

Recordemos que las transformaciones elementales en una matriz son:

· Intercambiar dos filas (fi ( fj)

· Sustituir una fila por un múltiplo no nulo de ella misma  (cfi ( fi)

· Sustituir una fila por su suma con un múltiplo de otra fila (fi+ cfj ( fi)

Definición 

Una matriz cuadrada de orden n, se dice elemental si se puede obtener de la matriz identidad de orden n usando una y sólo una transformación elemental por fila. Así las matrices elementales de orden n son siempre equivalentes a In.

Ejemplo: Las matrices
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son elementales. E1​ resulta de intercambiar las filas de I2. E2 se obtiene de multiplicar la primera fila de I2 por un número c diferente de cero, y E3 se obtiene de sumarle a la segunda fila la primera multiplicada por un numero c .
 Otros ejemplos con las matrices identidades de orden 3 son
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Utilizando las propiedades de los determinantes, es fácil comprobar que si E es una matriz elemental que se obtiene por un intercambio de filas entonces det E= -1. Si E se obtiene mediante la transformación     cfi+fj(fj,  donde “c” es un número diferente de cero entonces det E= 1. Y si E se obtiene mediante cfi(fi, con “c” diferente de cero, entonces su determinante es “c”.

Observemos que 
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en dependencia del tipo de matriz elemental que sea E.

Las matrices elementales tienen la propiedad de que al multiplicar a la izquierda una matriz A cualquiera por una matriz elemental E, el producto EA es la matriz que se obtiene al realizar en A la misma operación elemental que se utilizó en I para obtener E.

Por ejemplo, dada la matriz 
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Si pretendemos intercambiar dos filas, digamos la primera y la segunda, basta con premultiplicarla por la matriz elemental de orden 3, que resulta de la identidad de orden  3 al intercambiar la primera y la segunda fila.

Es decir,
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Observemos que al multiplicar la primera fila de E por las columnas de A, solamente quedan los elementos a2i, luego la primera fila del producto sería el vector fila 
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, que es la segunda fila de A y cuando multiplicamos la segunda fila de E por las columnas de A, nos quedan solamente los elementos a1i, de donde la segunda fila de la matriz producto sería la primera de A. Mientras que la tercera fila se queda igual. 

De igual manera se prueba en los otros casos, lo cual dejamos como ejercicio al estudiante.

Sabemos, que utilizando las transformaciones elementales en A, podemos reducirla a una matriz triangular. Como las transformaciones elementales equivalen a premultiplicar A por una matriz elemental, tenemos que A es equivalente a T si A se puede obtener de T premultiplicando T por un número finito de matrices elementales, es decir, si   A=E1E2E3···EkT.

De ahí que   det A= det E1 detE2 detE3··· detEk detT    y como el determinante de Ei es diferente de cero, tenemos que  


detA=0( det T=0.

Mostremos otra vía práctica para encontrar la matriz inversa de una matriz cuadrada A con determinante no nulo, utilizando la transpuesta de la matriz formada por los cofactores de los coeficientes de la matriz A, conocida como la adjunta de la matriz A.

Veamos que:

Si A es una matriz de orden n, entonces 
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Tomemos 
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entonces la adjunta de A será
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donde Aij es el  cofactor de aij (i,j=1,...n).

Como A(adjA)= (detA)I, y de ahí si detA(0, obtenemos 
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Ejemplo:

Sea 
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EMBED Equation.3[image: image55.wmf]
Para determinar si A es o no inversible, calculamos su determinante.
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 por lo que A es inversible

Podemos calcular adjA determinando previamente los Aij. Así tenemos que
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De donde se obtiene que
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Análisis general de sistemas cuadrados

En este epígrafe aplicaremos los conceptos estudiados al análisis general de los sistemas cuadrados de ecuaciones lineales.

Consideremos el sistema cuadrado 

AX=B,

donde A es una matriz cuadrada de orden n con determinante no nulo. Como existe la inversa de A, podemos multiplicar la ecuación matricial por A-1 y nos quedaría

X=A-1B,

relación que brinda la única solución de dicho sistema. 

.

Consideremos el sistema general de m ecuaciones lineales con n incógnitas
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          (        AX=B.

Este sistema puede ser escrito en la forma
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o bien más abreviadamente en la forma


x1c1+x2c2+......+xncn=B,              


donde ci representa la i-ésima columna de A.

Notemos que si el sistema tiene solución ((1, (2, (3,....... (n), ello significa que al sustituir las xi en el sistema obtenemos que B es combinación lineal de los vectores columna de A, de donde se deduce que el rango de A es igual al de su matriz ampliada 
[image: image61.wmf])

A

(

.

Razonando inversamente vemos que si B no puede expresarse como combinación lineal de los vectores columna ci, entonces al añadirse B a A para obtener las matrices ampliadas, el rango aumentará en una unidad, de donde se concluye que si se supone rg A =rg(A, el sistema tiene solución
Podemos entonces concluir con el enunciado del teorema de Kronecker-Capelli:

Teorema

Una condición necesaria y suficiente para que el sistema de ecuaciones lineales AX=B sea compatible es que rgA= rg(A.

Una vez determinada la compatibilidad del sistema AX=B por el teorema de Kronecker-Capelli, es posible determinar el número de variables libres que eventualmente pudieran aparecer en su solución.

Supongamos que tenemos el sistema 

AX=B,

o sea, 
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y que  
[image: image63.wmf]r

A

rg

rgA

=

=

.

Entonces podemos suprimir m-r ecuaciones del sistema,  dado que ellas serían combinación lineal de las otras y nos quedaría 
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Está claro que  r(n, dado que el rango no puede ser mayor que el número de incógnitas.

Si r=n, el sistema tiene igual número de ecuaciones que de incógnitas y tendrá solución única.

Si r<n, supongamos que el menor formado por las r primeras incógnitas es diferente de cero. Entonces podemos despejar las incógnitas x1, x2, ....xr en función de  las restantes xr+1....xn. Traslademos pues al segundo miembro todos los términos que contienen las incógnitas xr+1....xn y elijamos para estas incógnitas algunos valores cr+1, ... cn. Entonces obtenemos
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Este es un sistema de r incógnitas al que se le puede aplicar la regla de Cramer, hallando la solución única para c1, c2,...cr . Entonces c1, c2,...cr, cr+1,...cn es solución del sistema  y como los valores cr+1,...cn  que toman las variables independientes x1, x2,...xn  son arbitrarios, se pueden obtener de este modo infinitas soluciones para los sistemas dados.
Entonces  podemos concluir:

El sistema compatible tiene solución única si y solo si el rango de la matriz del sistema es igual al número de incógnitas del mismo.

Ejemplo:

Dado el sistema  
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analicemos su compatibilidad teniendo en cuenta los valores de “k”.

La matriz ampliada será
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cuyo rango no puede ser superior a 3 dado que tiene 3 filas.

Calculemos el rango de la matriz del sistema
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y por tanto, el rango será 3 si k(0,  k(1 y k( -1, por lo que en estos casos será compatible determinado.

Si k=0 tenemos que
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cuyo rango es 2, dado que 
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, mientras que el rango de la matriz ampliada
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es 3, pues el menor 
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 es diferente de cero.

Entonces podemos concluir que en el caso k=0 el sistema es incompatible.

Si k=1, entonces




[image: image73.wmf]÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

=

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

A

, 

de donde podemos apreciar que tanto el rango de A como el de la matriz ampliada es 2, pues el menor 
[image: image74.wmf]1
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 es no nulo, mientras que todos los de orden 3 son nulos.

De aquí podemos concluir que el sistema es compatible indeterminado, pues tiene 3 incógnitas y el rango es 2.

Si k = -1, la matriz del sistema será 




[image: image75.wmf]÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

1

1

1

1

1

1

1

1

1

A

, 

que tiene rango 2, pues su determinante es cero y 
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,  mientras que la matriz ampliada
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 tiene rango 3. Luego, para k= -1 el sistema es incompatible.

Sistema de ecuaciones lineales homogéneo

Sabemos que el sistema AX=B es homogéneo si B es el vector nulo, en cuyo caso el sistema sería
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En este caso siempre el rango de la matriz ampliada coincidirá con el rango de la matriz del sistema, por lo que siempre es compatible. Entonces tenemos dos posibilidades:

1. Si el rango es igual al número de incógnitas, el sistema es compatible determinado y como siempre tiene la solución nula (cosa esta fácil de comprobar sustituyendo las xi por 0), este sistema tiene por única solución la nula.

2. Si el rango es menor que el número de incógnitas el sistema tendrá infinitas soluciones.

Observemos además que si tenemos un sistema homogéneo de n ecuaciones con n incógnitas, éste tendrá solución única si el determinante de la matriz del sistema es diferente de cero, en caso contrario el sistema tendrá infinitas soluciones.

Ejemplo:

Analicemos las soluciones del sistema homogéneo
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Ya sabemos que si k(0   k(1 y k(-1, entonces el rango de la matriz del sistema es 3 y como el sistema es homogéneo, tendrá solución única.

En los casos k=0, k=1 y k=-1 el determinante de la matriz del sistema es cero, por lo que el sistema tendrá infinitas soluciones, contando entre ellas a la solución nula.
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