CONFERENCIA
TÍTULO: Vectores representación geométrica y algebraica. 
SUMARIO:

· Vectores.

· Correspondencia entre la representación geométrica y algebraica de un vector.

· Operaciones con vectores. Propiedades
BIBLIOGRAFÍA:

Libro: Sección 7-3, pp. 524 a 529. 

OBJETIVOS:
El alumno debe ser capaz de:

· Conocer los conceptos de: magnitud escalar y vectorial, vector, norma o magnitud de un vector, igualdad de vectores, vector suma o resultante, vector diferencia, los vectores canónicos i y j.

· Conocer como  resolver en componentes un vector representado geométricamente.
· Enunciar e ilustrar las propiedades geométricas y algebraicas de  las operaciones con vectores: suma, diferencia y producto por un número.

· Conocer como se modelan mediante vectores  problemas de fuerzas, velocidades, desplazamientos y  estática. 

INTRODUCCION:

Muchas magnitudes físicas, tales como: longitud, área o volumen, se pueden especificar por un número real; otras como las distancias dirigidas, las velocidades y las fuerzas requieren  de una magnitud, una dirección y un sentido. Al primer tipo de magnitudes se les llama magnitudes escalares y al segundo magnitudes vectoriales.

Magnitudes escalares y vectoriales

Definición:

Se dice que una magnitud física es escalar si la misma puede ser completamente especificada mediante un número real. Una magnitud física se dice que es vectorial si para su completa especificación se requiere de un número (su magnitud), de una dirección y de un sentido.
Ejemplos de magnitudes escalares. 
1. La masa de un cuerpo

2. El tiempo transcurrido entre dos eventos.

3. La temperatura de un cuerpo.

Ejemplos de magnitudes vectoriales. 

1. La velocidad de una partícula.

2. El desplazamiento de una partícula.
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3. La fuerza que actúa sobre un objeto.

Vectores

Definición:

El vector AB que se denota por 
[image: image2.wmf]AB

 es un  segmento al cual se le ha asignado dirección, sentido y longitud; la dirección es la de la recta soporte y la longitud la distancia entre A y B.
A es el origen o punto inicial del vector y B el extremo o punto final.

· En el vector nulo que se denota por 
[image: image3.wmf]0

 el  punto inicial y el punto extremo coinciden. Su magnitud es cero.
Igualdad: Dos vectores son iguales cuando tienen la misma magnitud, la misma dirección y el mismo sentido.

Suma: 
La suma o resultante de dos vectores a y b se obtiene trasladando el vector b de manera que su punto inicial se encuentre en el punto final de a. El vector suma entonces es el vector que va desde el punto inicial de a hasta el final de b.


· La forma en que se suman dos vectores es llamada también regla del paralelogramo porque se puede enunciar como: “a+b es la diagonal del paralelogramo que forman a y b”.

· Se cumple que a + 0 = a.  

Producto por un número: 
El producto del vector a por el número k es un vector cuya magnitud es 
[image: image4.wmf]k

 veces la magnitud de a, cuya dirección es la misma de a y su sentido es el mismo de a si k > 0 y contrario al de a si k < 0. Se denota ka

· Discutir cómo habría que proceder para sumar más de dos vectores.

· Discutir la conmutatividad y asociatividad de la suma de vectores.

· Discutir que pasaría si se suman los vectores a y (–1)a
Vector opuesto.
Definición:

Si a = 
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  es un vector cualquiera, el vector (–1)a se denota –a = 
[image: image6.wmf]BA

 donde su origen es el extremo de a y su extremo es el origen de a,  se llama el opuesto de a. Se cumple que a + (–a) = 0 

Diferencia de vectores

Si a y b son vectores cualesquiera se define la diferencia a – b como la suma de a con 
–b, es decir:

a – b = a + (–b)

Ejemplo
Dados los vectores a, b y c:





1.  Hallar a + b – c
2.  Hallar a – 2b
3.  Hallar a + c + 0
4.  Hallar dos vectores hb y kc tales que 3a = hb  + kc
Solución:

1.      

2.   




3.

4.   Primero determinamos la resultante 3a y construimos líneas con las direcciones de b y de c

Ahora determinamos los vectores hb y kc sobre b y c respectivamente, que satisfacen la regla del paralelogramo.

· Este proceso se llama hallar las componentes de un vector en direcciones y sentidos dados.

Desplazamiento, velocidades y fuerzas como vectores

Desplazamientos:

Cuando una partícula sufre un desplazamiento dado por el vector a y posteriormente otro desplazamiento dado por el vector b, resulta obvio que el desplazamiento total esta dado por la suma de los dos vectores: a + b.

Fuerzas:

Si sobre una partícula actúan varias fuerzas entonces el comportamiento de la partícula es el mismo que si actuara solamente la fuerza resultante (suma) de todas las fuerzas.

Velocidades:

Si una partícula se mueve respecto a un sistema de referencia (1) con una velocidad dada por el vector v1 y a su vez el sistema de referencia (1) se mueve respecto a otro sistema de referencia (2) con velocidad v2, entonces la velocidad de la partícula respecto al sistema de referencia (2) es la suma de  v1 y v2.

A partir de estos hechos físicos, los vectores permiten modelar muchos problemas importantes.

Ejercicios

1. Un avión puede volar a 255 millas por hora en aire tranquilo. Si un viento constante de 46 millas por hora sopla desde el oeste ¿qué dirección debe mantener el piloto para lograr que el avión se mueva hacia el norte respecto a tierra? Calcule en ese caso con que velocidad se mueve el avión respecto a la tierra. (Ejercicios 7-3, p. 529, # 26)

2. Un barco sale de un muelle halado con cables por dos remolcadores. Si un remolcador  hala en la dirección de 161º con una fuerza de 2900 Kg. y el otro en una dirección de 192º con una fuerza de 3600 Kg. ¿Cuál es la dirección y magnitud de la fuerza resultante? (Ejercicios 7-3, p. 529, # 28)

3. Si dos pesas se mantienen juntas mediante un cable y se colocan en planos inclinados como se muestra en la figura,  despreciando el efecto de la fricción ¿de qué manera se deslizan? (Ejercicios 7-3, p. 529, # 32)





Solución:

1.   Sea:
v1: Velocidad del avión respecto al aire



v2: Velocidad del aire respecto a tierra



vR: Velocidad del avión respecto a tierra

Se tiene que 


vR =  v1 + v2
y por los datos del problema:
v2 es un vector de oeste a este con magnitud 46 mi./h





v1 tiene magnitud 255 mi./h





vR es un vector de sur a norte

Aplicando el teorema de Pitágoras:
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Además, como el triangulo es rectángulo: 
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Respuesta:

El piloto debe ir en la dirección 349,61º. La velocidad respecto a tierra será de 250,82 mi./h

2.   




Para hallar la resultante es mas cómodo descomponer cada fuerza en sus componentes horizontal y vertical y después sumar por componentes y hallar la resultante total.

f1 =   f1H+  f1V   donde 
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f2 =   f2H+  f2V
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Como las componentes verticales están en la misma dirección y las horizontales se oponen, se tiene para la resultante:
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2742.00 + 3521.33 = 6263.33
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Aplicando el teorema de Pitágoras: 
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Además:
tan β = 195,67/ 6263,33 = 0.03122460252, es decir, β = 1,79º

El ángulo de dirección será 180 – 1,79 = 178,21

Respuesta: 
La fuerza resultante de ambos remolcadores es de 6266,39 Kg en una dirección de 178,21º

3.  







Si F1 es la fuerza con que habría que tirar de la cuerda para que el bloque de la izquierda estuviera en equilibrio y  F2 la fuerza necesaria para mantener en equilibrio el bloque de la derecha, entonces:

Si  |F1| = |F2| , los bloques no se mueven

Si  |F1| < |F2| , los bloques se mueven hacia la derecha

Si  |F1| > |F2| , los bloques se mueven hacia la izquierda

F1 y  F2 se calculan a partir de las condiciones de equilibrio correspondiente:






La condición de equilibrio implica que la suma de fuerzas en la dirección de deslizamiento debe ser cero, es decir:





F1 = 41 sen 31º = 21,12 lb.

F2 = 31 sen 41º = 20.34 lb.

Respuesta: Por ser |F1| > |F2| los bloques se moverán hacia la izquierda.

Representación algebraica

Todo vector representado geométricamente v se puede colocar en un sistema de ejes coordenados de manera que su punto inicial esté en el origen. Una vez hecho esto, el punto final del vector esta en  un punto (x, y) del plano coordenado.


[image: image16]
Este procedimiento permite asignarle a cada vector un punto del plano (x, y) y a cada punto del plano un vector 
[image: image17.wmf]OM

, 
[image: image18.wmf]OM

= (x, y). Además se logran las operaciones vectoriales mediante operaciones con los puntos correspondientes, de modo que los pares ordenados se convierten en representaciones algebraicas de los vectores. 
Correspondencia entre la representación algebraica y geométrica de un vector. 

Para obtener la representación algebraica de  un vector a partir de su representación geométrica se coloca el vector en un sistema coordenado con punto inicial en el origen. La  representación algebraica es el punto donde se halla el extremo del vector. La representación geométrica de un  vector representado  algebraicamente, se obtiene trazando un vector desde el origen del sistema  coordenado hasta el punto correspondiente  al vector algebraicamente representado.
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· Insistir de que se trata de una relación uno a uno.

Norma o longitud de un vector.

Definición:

La Norma o longitud de un vector v = 
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, donde A = 
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 como la distancia entre estos dos puntos, se denota por 
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y está dada por:  
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En el caso particular en que el origen del vector v = 
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 coincide con el origen de coordenadas y el punto extremo es el punto M = (a, b) tenemos:
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Suma de vectores.

Definición:

Si u = (a, b) y v = (c, d) entonces: u + v = ( a + c, b + d).

Aunque no es tan obvio como en el caso de la norma, se puede demostrar sin mucha dificultad que esta definición es consistente con la definición  de suma de vectores  geométricos. La siguiente figura sugiere la equivalencia.

[image: image27]
Producto de un vector por un escalar.
Definición:

Si u = (a, b) y k es un escalar (es decir, un número real) entonces
ku = k (a, b) = ( ka, kb). 


[image: image28]
· La operación también es consistente con la suma de vectores. Por ejemplo, según las definiciones dadas, si k es un número natural, es lo mismo ku que  u + u +…+ u ( k sumandos).
Vector opuesto.

Definición:

Si u = (a, b), el vector opuesto de u  se denota –u y se define como –u = (-1)(a, b) = (-a, -b).

· Señalar la consistencia con la definición correspondiente en el campo de los vectores geométricos.
· Señalar que según la definición –u + u = (0, 0) = 0 (Vector nulo).

Diferencia.
Definición:

Si u = (a, b) y v = (c, d) entonces u-v = u + (-v) = (a-c, b-d).

Ejemplo:

Si u = (-1, 2);  v = (3, -2);  y  w = (0, -2), entonces:

u + v =  (-1, 2) + (3, -2) = (-1 +3, 2-2) = (2, 0).
u – v = (-1, 2) - (3, -2) = (-1-3, 2+2) = (-4, 4).

2u –v + 3w = 2 (-1, 2) - (3, -2) + 3 (0, -2) = (2(-1) -3 + 0, 2(2) + 2 + 3(-2)) = (-5, 0).
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Los vectores canónicos. 
En la práctica, sobre todo en trabajos de ingeniería, se expresan todos los vectores en términos de solamente dos vectores especiales, que se llaman vectores canónicos, de esta manera la notación se simplifica enormemente y las operaciones se facilitan.
Definición:
Los vectores canónicos i y j se definen como i = (1, 0) y j = ( 0, 1).

Cualquier vector (a, b) se puede expresar en términos  de los vectores canónicos:

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = a(1, 0) + b(0, 1) = ai + bj.
Ejemplo: 

Podemos realizar las mismas operaciones del ejemplo anterior utilizando los vectores canónicos.

u = (-1, 2) = -i + 2j;  v = (3, -2) = 3i -2j;  w = (0, -2) = -2j.

u + v = -i +2j + 3i - 2j = 2i = (2, 0).

· Las otras operaciones quedarían como estudio independiente.
Extensión a espacios de mayor dimensión.
En el espacio tridimensional, los vectores se pueden considerar como segmentos orientados, en ese caso todas las definiciones dadas siguen siendo perfectamente válidas. Algebraicamente se representarían por  tríos (ternas) de números reales (dimensión 3). En particular, los tríos de números reales se hacen corresponder con los vectores del espacio tridimensional a través de un sistema de tres ejes coordenados.
En Álgebra Lineal, el concepto de vector se verá ampliado aún más y se llamará Espacio Vectorial a cualquier conjunto de objetos en el cual se defina la suma de elementos y el producto por un escalar y que posea las misma propiedades algebraicas de los vectores que relacionamos a continuación: 
Propiedades algebraicas de los vectores:
Para cualesquiera vectores u, v y w y cualesquiera escalares m y n se cumple que:

1. u + v = v +u.                           Propiedad conmutativa de la suma.

2. u + (v + w) = ( u + v) + w.     Propiedad asociativa de la suma.

3. u + 0 = 0 +u  = u                    Existe un elemento neutro para la suma.

4. u + (-u) = (-u) + u = 0            Cada vector posee un simétrico respecto a la suma.

5. m(nu) = (mn)u                        Propiedad asociativa para el producto por un escalar.

6. m(u + v) = mu + mv    Distributividad del producto respecto a la suma de                               vectores.   

7. (m+ n)u = mu + un     Distributividad del producto respecto a la suma de                              escalares.

8. 1.u = u                                    Existe el neutro para el producto por un escalar.
Ejemplo: 
· El que sigue es un problema de estática. Solo hay que aplicar el principio de que si una partícula esta en equilibrio, la suma de todas las fuerzas que actúan en sobre ella es cero.

1. Una masa de 5000 Kg. se sostiene como se muestra en la figura. ¿Cuáles son las magnitudes de las fuerzas sobre las vigas AB y BC?


[image: image31]
Solución: 
Consideremos todas las fuerzas que actúan sobre la partícula B: llamemos ( al ángulo que forma la viga inclinada con la horizontal.


[image: image32]
En términos de los vectores i y j las fuerzas son:
P = -mg j                   ( g = 9,8 m /s2 )

F2 = - F2  i
F1 = F1  cos ( i  +  F1  sen ( j
Donde  F1 y F2  están denotando las magnitudes de F1 y F2  respectivamente. Como la partícula B esta en equilibrio  estático, la suma de estas tres fuerzas es 0.
F1 + F2 +P = 0

Es decir: 
F1 cos ( i + F1 sen ( j – F2 i – mg j = 0


(F1 cos (  – F2 ) i  + (F1 sen (  – mg )j = 0
Por lo tanto: 
F1 cos (  – F2 = 0
y
F1 sen (  – mg = 0

En el triángulo ABC (rectángulo en C ) el lado AC se obtienen mediante el teorema de Pitágoras:
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De la segunda ecuación se obtiene F1: 
F1
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De la segunda ecuación se obtiene F2:
F2
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Respuesta:

La viga BC soporta una carga  (a tracción) de 88 644 Newton. La viga AB soporta una carga (a compresión) de 73 870 Newton. 
Preguntas de comprobación

1. ¿Qué es una magnitud escalar?

2. ¿Qué es un vector?

3. ¿A qué se llama norma o magnitud de un vector?

4. ¿Cuándo dos vectores son iguales?

5. ¿Cómo se suman dos vectores?

6. ¿Cómo se restan dos vectores?

7. ¿A qué es igual el producto de un n

8. Mencione algunas de las propiedades algebraicas de las operaciones con vectores.

9. Diga dos ejemplos de problemas físicos en los cuales hay que utilizar vectores.

10. ¿A que se llama “normalizar un vector”?

11.  ¿Qué son y para que sirven los vectores canónicos i y j?
12. Exprese el vector (3,-4) mediante los vectores canónicos. 

13. ¿Cómo se suman vectores utilizando los vectores canónicos?

Orientación para el estudio

Estudie las secciones 7-3  y 7-4 del texto (paginas 524 a 539). Tenga presente que los temas 7-1 y 7-2 no los hemos considerado en este curso por no ser de mucho interés en el futuro, no obstante, si usted se siente intrigado por la “ley de los senos” y la “ley de los cosenos” que se mencionan alguna que otra vez, vaya a esas secciones y saldrá de dudas. Preste atención a los problemas resueltos en el texto.

Resuelva los ejercicios del grupo 7-3 (páginas 529, 530) que no son muchos. Le recomendamos, al menos, todos los impares del 1 al 21. Desde el número 23 al 32 se trata de aplicaciones como las que acabamos de resolver en la clase. Lea todos los enunciados e intente hacer los que encuentre interesantes. Le recomendamos los siguientes: 23, 25, 27 y 29.

Estudie la sección 7 – 4 del texto (paginas 531 a 539). Resuelva los ejercicios del grupo 7 - 4 (pagina 539). Los ejercicios del 1 al 39 son muy sencillos; trate de hacer, al menos, los impares. Del 37 al 43 se pide la demostración de las propiedades algebraicas de las operaciones vectoriales; por su carácter más general y literal, pueden resultarle difíciles. Los últimos (del 45 al 52 son aplicaciones de los vectores similares al ultimo ejercicio de esta clase, es decir, problemas de partículas en equilibrio; en general, no son difíciles y si muy interesantes. Les recomendamos el 45, 47, 49 y 51.
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