Encuentro 5 y 6
Sumario: - Espacios Vectoriales. Definición. Propiedades elementales en un espacio vectorial. Combinación lineal de vectores de un sistema finito de vectores. Dependencia e independencia lineal de un sistema finito de vectores. Dependencia e independencia lineal de un sistema de vectores de Rn. Sistema generador. Base. Dimensión. Propiedades de las bases. Coordenadas de un vector. Transformación de coordenadas.

Espacios Vectoriales. Definición 

Comenzaremos con el estudio de un ente matemático conocido como  espacio vectorial. La base de toda el álgebra lineal está en el concepto espacio vectorial. Ya desde estábamos en la enseñanza media trabajábamos con éste concepto quizás sin saberlo, por ejemplo, de geometría tomábamos el conjunto de los vectores y en él definíamos la suma y el producto por un número estas dos operaciones verificaban una serie de propiedades que también encontramos en las dos operaciones definidas en el conjunto de las matrices.

Esta situación que aquí se presenta es posible encontrarla en conjuntos de otro tipo de elementos con los cuales también hemos trabajado, incluso encontramos estas propiedades cuando trabajábamos en cálculo con las funciones reales.
Su definición puede parecer un poco extraña al no entendido, sin embargo, una idea ha de quedar clara la estructura algebraica, denominada espacio vectorial nos permite resumir en ella muchos de los casos particulares que hemos trabajado, como son las matrices, los vectores geométricos, los polinomios entre otros. 

Algunas estructuras conocidas.

Recordemos que al trabajar en R3 (conjunto de todos los tríos ordenados de números reales) teníamos definidas las operaciones de adición y multiplicación por un número real, con las siguientes reglas:

 Si a=(a1, a2, a3) y b=(b1, b2, b3)  y ((( : a+b= (a1+b1, a2+b2, a3+b3) y (a=((a1, (a2, (a3) y que cumplen las siguientes propiedades cualesquiera sean a, b y c en R3  y   ( y ( en R

1. a + b = b + a   
2. a + (b + c) = ( a + b) + c
3. existe un neutro para la suma, es decir existe un elemento en R 3 tal que  
4. a + 0 = a+0=a                ese elemento es  0=(0,0,0)       
5. para cada a=(a1, a2, a3) existe un opuesto   -a =(-a1, -a2, -a3)   a +(- a)= 0

6. 1 a = a

7. (( ( ) a = ( (( a)

· ( a +  b) = ( a + ( b

8. (( + ( ) a = ( a + ( a

De igual manera si consideramos el conjunto de las matrices de tamaño mxn (Mmxn) con la suma y el producto por un número que hemos estudiado en las conferencias anteriores, tenemos que:

Cualquiera se A=(aij)mn y B=(bij)mn pertenecientes a Mm,n  y   ( y ( en R
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1) A + B = B + A  

2)  A + (B + C) = (A+ B) + C

3)  A +  0  = A+0=A    existe el neutro que es la matriz nula de tamaño mxn
4)  A + (-A)= 0 para cada A existe una matriz opuesta

5) 1A= A

6) (( ( )A= ( (( A)

7) (( + ( )A= ( A+ ( A    

8) ( (A + B)= ( A + ( B

Se podrían dar muchos mas ejemplos de estructuras similares. Pasemos pues a la definición de Espacio Vectorial

Definición

Llamaremos espacio vectorial (e.v.) real a la cuaterna (E,+, •,R) formada por el conjunto no vacío E, el conjunto R de los números reales y las operaciones + y • definidas como
Suma en E


Producto por un escalar

+: ExE (E 



•:RxE(E

   (u,v) (u+v


((,u)( (u
y que verifican las siguientes propiedades

1 La suma es conmutativa

u + v = v + u   para todo u,v(E  
2. La suma es asociativa

u+ (v+ w) = ( u + v) + w   para todo u,v,w (E   
3. Existe un elemento en E, que se denota por 0 y se denomina neutro del espacio que cumple que:

u+ 0 = u para todo u(E   

4. Para todo elemento u(E   existe un elemento (-u) (E  denominado opuesto de u que cumple:

u+(-u)=0 

5 La unidad de R cumple:
1 u = u  para todo u(E   
 6. ((() u = ( ((u)  para todo u(E y    (,((R
7.El producto por un escalar es distributivo respecto a la suma en E

( ( u+  v) = ( u + ( v  para todo u,v(E   y    ((R
8. El producto por un escalar es distributivo respecto a la suma en R

(( + () u= ( u + (u     para todo u(E   y    (,((R
A las propiedades 1-8 se le denominan también axiomas de espacio vectorial.
A los elementos de un espacio vectorial se le denomina vectores y a los elementos de R escalares. También se dice que E es un R-espacio. Y en ocasiones se identifica el espacio vectorial con E.
Ejemplos de espacios vectoriales son

· El conjunto de los vectores geométricos del plano, con la suma y producto usuales.
· R, R2 y R3 , en general Rn Con la suma y producto por un escalar usuales

· Las matrices de tamaño m x n, con la suma y producto de matrices usuales
· El conjunto de todos los polinomios en x, con coeficientes reales R[x] con la suma y producto usuales de polinomios

· El conjunto de todos los polinomios en x de grado menor o igual que n

· El conjunto F(R,R) de todas las funciones reales de variable real con las operaciones +:  (f+g)(x)=f(x)+g(x)      (:  ((f)(x)=(f(x)     f(F(R,R) ((R

· Si consideramos (R3,+, (,R) donde + es la suma usual en R3 es decir  
a+b= (a1+b1, a2+b2, a3+b3)

 y  el producto esta definido por ((a=(0, (a2, (a3)

 no es un espacio vectorial sobre 
1(a=(0, a2, a3)((a1, a2, a3)

Observación

La existencia de un opuesto de cada uno de los elementos de un espacio vectorial nos permite definir la diferencia de cualquier parte vectores x, y en la forma usual en que esto se realiza esto que es:

x-y= x+(-y)  x menos y  no es mas que la suma de x con el opuesto de y

Propiedades elementales en un espacio vectorial
A partir de los axiomas que verifican las operaciones definidas en un espacio vectorial es posible deducir fácilmente todo un conjunto de propiedades y reglas de cálculos elementales cuyo conocimiento facilita, en gran medida, el trabajo. Hagamos una relación de las fundamentales

Si E es un espacio vectorial real. Se cumple que

i. El neutro para la suma es único

ii. Para cada u(E, el opuesto es único 

iii. (0=0 para toda ((R

iv. ou=0 para todo u(E y o(R
v. Si (u=0 entonces (=o ó u=0

vi. -u=(-1)u para todo u(E

Algunas de estas propiedades las demostraremos en la clase práctica y a todas es necesario conocerlas para poderlas utilizar.

Combinación lineal de vectores de un sistema finito

Ya vimos en el caso de las matrices que nos interesa, dado un sistema de vectores de un espacio vectorial, combinar sus elementos a través de las operaciones básicas en él definidas.

Por ejemplo, cuando aplicamos el método de Gauss para resolver un sistema de ecuaciones lineales lo que hacemos es multiplicar dos filas (vectores) por escalares convenientes para después sumar los resultados obtenidos y así obtener un vector más apropiado que  el anterior a los efectos que se persigue. 

Es decir, formamos lo que llamaremos una combinación lineal de esas filas y obtenemos otro vector. Más aún es importante conocer en muchos casos cuando uno de los elementos del sistema puede ser obtenido de los otros a través de la combinación como medida en cierto sentido de la existencia de elementos superficiales en dicho sistema idea que conduce a la importante noción de dependencia e independencia lineal de un sistema de vectores.

Comencemos generalizando la definición de combinación lineal, ya conocida, a sistemas de vectores de un e.v.
Definición.

Dado un sistema de vectores de un espacio vectorial, (a1, a2,..., am) llamaremos combinación lineal (c.l.) de los vectores del sistema a toda expresión del tipo.
(1 a1 +(2 a2.. +(m am donde los (i son elementos de (  para todo i desde 1 hasta m.

Ejemplos
1. En (R4,+,.R)  tomemos el sistema S=(( 2,3,5,5), (1,1,1,1),(0,1,0,1))

Una combinación lineal es.

2( 2,3,5,5)-3(1,1,1,1)+(0,1,0,1)
2. En (M2,+,.R)  tomemos el sistema 
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 podemos formar la c.l.
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Observaciones 

1. Cualquier c.l. de vectores da como resultado un nuevo vector del mismo espacio

Ejemplo de la c.l.   2( 2,3,5,5)-3(1,1,1,1)+(0,1,0,1) obtenemos  el vector (1,4,7,8)

Y de la c.l. 
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 obtenemos el vector 
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2. Siempre es posible obtener el nulo como combinación lineal vectores de un sistema tomando todos los coeficientes iguales a cero, tal combinación lineal se conoce como c.l. trivial.
Por ejemplo 

0( 2,3,5,5)+0(1,1,1,1)+0(0,1,0,1)= (0,0,0,0)
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3. A veces es posible encontrar el nulo como c.l. no trivial de vectores de un sistema Por ejemplo, si S=((1,3),(2,6)) podemos establecer la c.l. 

4(1,3)-2(2,6)=(0,0)

Dependencia e independencia lineal de un sistema finito de vectores

Definición 

Sea E un e.v.  y sea  (a1, a2, ...am) un sistema finito de vectores de E Decimos que el sistema es linealmente dependiente (l.d.) si existen escalares (i de R no todos nulos tales que: 

(1 a1 +(2 a2.. +(m am=0

Es decir si existe una combinación lineal no trivial que de cómo resultado el vector nulo

En caso contrario, es decir, si la única combinación lineal de los vectores del sistema, que da como resultado el vector nulo, es la trivial, se dice que el sistema es linealmente independiente (l.i.).

En la práctica.

Para comprobar que un sistema es l.d. hay que encontrar una c.l. no trivial de dicho sistema que de como resultado el vector nulo.

Para comprobar que un sistema es l.i. se supone que una de sus combinaciones lineales da como resultado el vector nulo y se demuestra que los escalares utilizados son todos nulos. Es decir que la combinación lineal supuesta no es otra que la trivial.

Ejemplos.
1 El sistema  S=((1,2),(6,3),(-1,-1)) de R2 es l.d. pues

3(1,2)+(6,3)+9(-1,-1)=(0,0)

2. El sistema S=((1,2,3),(-1,3,2),(0,5,5)) de R3  es l.i. Planteamos la c.l.
(1 (1,2,3)+ (2 (-1,3,2)+ (3 (4,-1,1)
La obligamos a ser igual al vector nulo

(1 (1,2,3)+ (2 (-1,3,2)+ (3 (0,5,5)=(0,0,0)

aplicando las propiedades
((1 -(2,2(1+3(2+5(3,3(1+2(2+5(3)=(0,0,0)
lo que nos lleva al sistema
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cuya matriz es  
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 y su  determinante 
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es igual a cero, dado que la última columna es la suma de las otras dos, por lo que sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones y el sistema de vectores es l.d.
Dependencia e independencia lineal de un sistema de n vectores de Rn
Independientemente de los ejemplos concretos de sistemas que l.i. o l.d. que ya analizamos en la conferencia comenzaremos por presentar nuevas situaciones ilustrativas en estas nociones de un carácter un poco más general Consideremos 3 vectores de R3
a= (a1,a2,a3)  b= (b1,b2,b3)  c= (c1,c2,c3)

y tratemos de encontrar alguna condición para que el sistema (a,b,c) sea l.i.

Planteamos 

(a+ (b+(c=0

 lo que nos debe llevar a la nulidad de (, (  y (. La igualdad anterior nos lleva al sistema de ecuaciones lineales homogéneas:
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 y como sabemos la condición para que tenga solución única es que el determinante del sistema sea diferente de cero.
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de ahí resulta un criterio sumamente practico para determinar si un sistema de 3 vectores de R3 como R espacio es o no l.i.

Basta construir la matriz cuadrada con sus componentes, hallar su determinante y verificar si el mismo es o no diferente de cero.

De igual manera se pude determinar si un sistema de n vectores de Rn como R espacio es o no l.i. 

Ejemplos
1.  S=((1,2,3),(-1,3,2),(4,-1,1)) poniendo los vectores en columna formamos la matriz
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 y hallamos su determinante 
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y como este es diferente de cero podemos decir que S es l.i.

2.  S=((1,2,3),(-1,3,2),(0,5,5)) poniendo los vectores en columna formamos la matriz
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 y hallamos su determinante 
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y como este es igual a cero podemos decir que S es l.d.

Ahora serán abordadas situaciones de carácter más general que las analizadas anteriormente con lo cual se obtendrán condiciones que permitirán inferir la dependencia o la independencia lineal de sistemas de vectores independientemente de la naturaleza de sus elementos. 

Proposición.

Un sistema formado por único vector de un espacio vectorial es l.i. si y solo si ese vector no es nulo.

Ejemplo.

S=((a))   (a=0  implica que uno de los dos tiene que ser cero y si a es distinto de cero entonces ( tiene que ser cero  luego solamente se puede obtener el nulo mediante la c.l. trivial.
Proposición.

Una condición necesaria suficiente para que un sistema formado por dos vectores no nulos sea l.d. es que sean proporcionales.

Si el sistema S=(a,b) es l.d. donde ab(0   entonces (a+(b=0 donde uno de los dos o ( o ( no es cero, supongamos que sea  (. Despejamos b y no queda que
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 luego son proporcionales.

Y si a y b son proporcionales es decir  (((R: b=(a  (o a=(b) entonces  b-(a=0 y el sistema es l.d.  

Ejemplos

1) el sistema S=((1,2,3)) de R3 es li

2) el sistema S= ((1,2,3,4), (3,6,9,12)) es l.d.

Proposición.

Sea E un espacio vectorial sobre R entonces:

· todo sistema de vectores que contenga un subsistema l.d. es l.d.

· todo subsistema de un sistema l.i. es también l.i.

Como consecuencia tenemos que si dos vectores de un sistema de vectores son proporcionarle el sistema es linealmente dependiente.

Ejemplo 

El sistema S=((1,0,0),(2,0,0),(0,1,0))  contiene al subsistema 

S1 =((1,0,0),(2,0,0)) que es ld  podemos entonces plantear la combinación lineal no trivial que da como resultado el nulo.

4(1,0,0)-2(2,0,0)+0(0,1,0))= =(0,0,0) de donde podemos deducir que S es ld.

¿Que podemos decir de un sistema que contenga al vector nulo?

Si un sistema contiene al vector nulo es l.d 

S=(a,b,0,c,d) podemos plantear la c.l. no trivial 

0a+0b+1.0+0c+0d=0
Proposición

Una condición necesaria y suficiente para que un sistema de vectores no nulos de un e.v. sea l.d. es que al menos uno de ellos se pueda expresar como c.l. de los restantes.

Este criterio aunque cierto es muy poco practico a la hora de determinar la dependencia lineal de un sistema de vectores.
Ejemplo

Ya vimos que el sistema S=(( 1,2,1), (1,1,1),(0,1,0)) de R3 es ld

una combinación lineal no trivial que da como resultado el nulo es:

( 1,2,1)-(1,1,1)-(0,1,0)=(0,0,0) de donde podemos despejar, por ejemplo, el vector ( 1,2,1)

( 1,2,1) =(1,1,1)+(0,1,0) en este caso pudo haber sido cualquiera de los otros.

Como consecuencia de esta proposición podemos decir que:

Una condición necesaria y suficiente para que un sistema de vectores no nulos de un e.v. sea l.i. es que ninguno de ellos se pueda expresar como c.l. de los restantes.

Resumen
 Se ha definido una estructura algebraica que abarca muchos de los entes algebraicos conocidos, lo que nos permite hacer un estudio general de los mismos. Esta estructura se conoce como Espacio vectorial.

Preguntas de comprobación

¿Qué es un espacio vectorial?
¿Cuántos vectores tiene un ev?

¿Qué es una combinación lineal?

¿Cuándo se dice que un sistema es l.d.?

¿Cuándo se dice que un sistema es l.i.?

Estudio independiente
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