A los estudiantes de primer año: 
En este material se dan orientaciones que les permitan estudiar de modo independiente el contenido del tema relativo al cálculo diferencial de funciones reales de varias variables. En paralelo se debe utilizar el libro de texto, para la comprensión plena de este contenido, estudiando con particular interés los ejemplos presentes en la bibliografía que se indica.  
Se debe hacer hincapié en: 
· entender, interpretar y hacer suyas las definiciones de los conceptos involucrados 
· interpretar los teoremas: condiciones para la aplicación de cada uno y sus conclusiones respectivas  	metodología para la solución de determinados tipos de problemas  	solución de problemas de aplicación. 
En la mayoría de la conferencia se presenta la teoría y ejemplos resueltos, siendo más detallado en algún material adicional al libro de texto. 
En las clases prácticas se dan orientaciones para la solución de los ejercicios propuestos, que serán más o menos detalladas en dependencia del grado de dificultad de cada uno. Se dan las soluciones, las cuales deben ser comprobadas. En caso de obtener un resultado diferente para un ejercicio, revisar lo realizado, y si aún el resultado sigue siendo diferente, contactar con los profesores. De antemano pedimos disculpas si por algún error ajeno a nuestra voluntad (en particular por errores de edición) determinado ejercicio tenga una respuesta incorrecta. 
En los casos que sea posible se debe establecer la intercomunicación estudiante-docente, que permita una retroalimentación del proceso, en particular aclarar dudas y atender sugerencias. 
El estudio individual y consciente de ustedes es imprescindible, para una vez que se reinicie el curso, el contenido de este tema pueda ser asimilado en el menor tiempo posible, de modo que los objetivos de la asignatura puedan ser cumplimentados 
 
 	 
	 
 
Tipo de actividad: Conferencia (C-1)  Tema 3
Título: Funciones reales de varias variables. Topología en  ℝ𝒏. 
Sumario: 
· Elementos de topología en ℝ𝒏: Distancia (norma) en ℝ𝒏. Bola y vecindad. Puntos interiores, exteriores y frontera. Puntos aislados y de acumulación. Conjuntos abiertos, cerrados y acotados. 
· Funciones reales de varias variables. Dominio e imagen. 	 
· Representación gráfica de funciones de 2 y 3 variables. Curvas y superficies de nivel.  
Cantidad de horas: 2 horas 
Bibliografía 
Básica: 
· “Calculo” (Cuarta edición), Stewart James A. Secciones 14.1 y 14.2 en las páginas 872 a la 895 
· Material complementario: Elementos de Topología en ℝ𝒏 Complementaria:  
· Curso de Matemáticas Superiores para ingenieros. Krasnov, M. y otros. Editorial MIR. Moscú, 1990. Tomo 1. Capítulo XI. Epígrafe. 2,  Pág. 615 a la 617. 
· Cálculo con Geometría Analítica. Swokowski, Earl. Grupo Editorial Iberoamérica.  México, 1989. Tomo III. Capítulo 16. Epígrafe 16.1. Páginas 786 a la 793. 
· Epígrafe 1.2 pág 7-12 de “Apuntes de cálculo diferencial e integral”   
Objetivos: 
Al concluir el estudio de esta clase, el alumno debe ser capaz de: 
· Identificar elementos de topología inherentes a ℝ𝒏 que permitan clasificar puntos y subconjuntos de ℝ𝒏. 
· Identificar las funciones de varias variables. 
· Determinar el dominio de una función de varias variables y representarlo gráficamente para 2 y 3 variables. 
· Representar gráficamente algunas funciones de 2 y 3 variables mediante de trazas, curvas y superficies de nivel. 
Aspectos a desarrollar: 
1. Elementos de topología en ℝ𝒏: Distancia (norma) en ℝ𝒏. Bola y vecindad. Puntos interiores, exteriores y frontera. Puntos aislados y de acumulación. Conjuntos abiertos, cerrados y acotados. 
2. Funciones reales de varias variables. Su utilidad como modelo matemático. 
3. Dominio de una función real en varias variables. Representación gráfica en funciones de 2 o 3 variables. 
4. Dos formas de representar gráficamente una función de 2 variables: como una superficie de ecuación 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) y mediante curvas de nivel de ecuación 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑘 
5. Representación gráfica de funciones de 3 variables mediante superficies de nivel de ecuación 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑘 
 
 
Introducción:  
Basar la introducción en recordar la definición de función real de una variable, las características y propiedades más importantes. Recordar que el dominio de funciones de una variable puede ser un intervalo abierto, cerrado, ni abierto ni cerrado o la unión de ellos y que incluso existen intervalos no acotados por uno o por los dos extremos. 
Presentar un problema que se modela mediante una función de varias variables, a manera de motivación del estudio de las funciones de varias variables. 
 
Elementos de Topología en ℝ𝒏.  
Los conceptos relacionados con la topología en ℝ𝑛 que se utilizan en el Cálculo Diferencial e Integral de varias variables algunos están dispersos en el texto y otros no aparecen en el mismo, por lo que para la mejor comprensión de los teoremas y definiciones donde se utilizan, se estudiarán inicialmente algunos elementos de topología en ℝ𝑛. 
 Puntos y conjuntos en ℝ𝒏 
Es imprescindible para comenzar, definir el concepto topológico de bola en ℝ𝑛, pues este será el hilo conductor del resto de los resultados que se expondrán en esta actividad 
Definición:  
Sea 𝒙 ∈ ℝ𝒏 y 𝒓 ∈ ℝ con 𝒓 > 𝟎. Al conjunto 𝑩(𝒙, 𝒓) de los puntos de ℝ𝒏que se encuentran de 𝒙 a una distancia menor que r, se le denomina bola de ℝ𝒏 de centro 𝒙 y radio 𝒓.  
En símbolos: 𝑩(𝒙, 𝒓) = {𝒚 ∈ ℝ𝒏|𝒅(𝒙, 𝒚) < 𝒓} 
 
Consideremos diferentes casos: 
Para 𝑛 = 1: 
Una bola de ℝ con centro en el número real 𝑎 y radio 𝑟 es el conjunto de todos los puntos del intervalo abierto (𝑎 − 𝑟, 𝑎 + 𝑟). 
 
	Simbólicamente: 
	

		 	En notación constructiva 
	𝐵(𝑎, 𝑟) = {𝑥 ∈ ℝ| |𝑥 − 𝑎| < 𝑟} 

		 	En notación de intervalos 
	(𝑎 − 𝑟, 𝑎 + 𝑟) 


 
[image: ]Gráficamente: 
 
 
 Bola unidimensional Para 𝑛 = 2: 
Una bola de ℝ2 con centro en el punto (a b, )del plano XY, y radio r es el conjunto de todos los puntos del círculo sin circunferencia de centro en (a b, ) y radio r . 
Simbólicamente: 
[image: ]𝐵((𝑎, 𝑏), 𝑟) = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2| ‖(𝑥, 𝑦) − (𝑎, 𝑏)‖ < 𝑟} = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2| (𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 < 𝑟2} Gráficamente: 
Bola bidimensional 
 
Para 𝑛 = 3: 
Una bola de ℝ3 con centro en el punto (𝑎, 𝑏, 𝑐) del espacio XYZ, y radio r es el conjunto de todos los puntos de la esfera sólida desprovista dela superficie esférica de centro en (𝑎, 𝑏, 𝑐) y radio r . 
Simbólicamente: 
𝐵((𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝑟) = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3| ‖(𝑥, 𝑦, 𝑧) − (𝑎, 𝑏, 𝑐)‖ < 𝑟} 
= {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3| (𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 + (𝑧 − 𝑐)2 < 𝑟2} 
 
Definición: (puntos interiores) 
Sea 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 y 𝑃 ∈ ℝ𝑛. Diremos que 𝑃 es un punto interior de 𝐴 si existe al menos una bola 𝐵(𝑃, 𝑟) tal que 𝐵(𝑃, 𝑟) ⊂ 𝐴. El conjunto de todos los puntos interiores de 𝐴 se denomina Interior de 𝐴 y se denota por Å. 
 
De acuerdo a la definición, si 𝑃 es un punto interior de 𝐴, entonces 𝐵(𝑃, 𝑟) ⊂ 𝐴 y de ahí 𝑃 ∈ A. Luego, todos los puntos interiores de 𝐴 pertenecen a 𝐴, o lo que es igual Å ⊆ 𝐴. Debe aclararse, que necesariamente no todo conjunto 𝐴 posee puntos interiores; o sea, es posible que en cierto conjunto 𝐴 se tenga que Å = ∅. 
Definición: (puntos exteriores) 
Sea 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 y 𝑃 ∈ ℝ𝑛. Diremos que 𝑃 es un punto exterior de 𝐴 si existe al menos una bola 𝐵(𝑃, 𝑟) contenida en el complemento del conjunto 𝐴, o sea tal que 𝐵(𝑃, 𝑟) ⊂ 𝐴𝐶. 
El conjunto de todos los puntos exteriores de 𝐴 se denomina Exterior de 𝐴. 
 
 
De acuerdo a la definición, si 𝑃 es un punto exterior de 𝐴, entonces 𝐵(𝑃, 𝑟) ⊂ 𝐴𝐶 y de ahí 𝑃 ∉ A. Debe aclararse, que no necesariamente un conjunto debe poseer puntos exteriores. Por ejemplo, si 𝐴 = ℝ𝑛, entonces 𝐴𝐶 = ∅, por tanto, no existen puntos exteriores. 
Definición: (puntos fronteras) 
Sea 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 y 𝑃 ∈ ℝ𝑛. Diremos que 𝑃 es un punto frontera de 𝐴 si toda bola 𝐵(𝑃, 𝑟) contiene puntos de 𝐴 y de 𝐴𝐶.  En símbolos: 
𝑃 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡𝑒𝑟𝑎 𝑑𝑒 𝐴 ⟺ ∀𝐵(𝑃, 𝑟): 𝐵(𝑃, 𝑟) ∩ 𝐴 ≠ ∅ ∧ 𝐵(𝑃, 𝑟) ∩ 𝐴𝐶 ≠ ∅ 
El conjunto de todos los puntos fronteras de 𝐴 se denomina Frontera de 𝐴 y se denota por 𝜕𝐴. 
 
De acuerdo a la definición, la frontera de 𝐴 está formada por puntos que pueden o no pertenecer a 𝐴. 
 
 
Ejemplo: Sea 𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2| 𝑥2 ≤ 𝑦; 𝑥 + 𝑦 < 1}, situar puntos interiores, exteriores y fronteras. 
 
[image: ] 
𝑃1-punto interior   (𝑃1 ∈ 𝐴) 
𝑃2-punto frontera  (𝑃2 ∈ 𝐴) 𝑃3-punto frontera  (𝑃3 ∉ 𝐴) 
𝑃4-punto exterior   (𝑃4 ∉ 𝐴) 𝑃5-punto frontera   (𝑃5 ∈ 𝐴) 
 
 
 
Definición: (puntos aislados) 
Sea 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 y 𝑃 ∈ 𝐴. Diremos que 𝑃 es un punto aislado de 𝐴 si existe una bola 𝐵(𝑃, 𝑟) que solo contiene un punto de 𝐴, el punto 𝑃. 
𝑃 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑎𝑖𝑠𝑙𝑎𝑑𝑜 𝑑𝑒 𝐴 ⟺ ∃𝐵(𝑃, 𝑟): 𝐵(𝑃, 𝑟) ∩ 𝐴 = {𝑃}  
 
En consecuencia, todos los puntos aislados de un conjunto 𝐴 son puntos fronteras de 𝐴. 
A diferencia de los puntos aislados de un conjunto, existen los llamados puntos de acumulación del conjunto. 
Definición: (puntos de acumulación) 
Sea 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 y 𝑃 ∈ ℝ𝑛. Diremos que 𝑃 es un punto de acumulación de 𝐴 si en toda bola 𝐵(𝑃, 𝑟) existe un punto de 𝐴 diferente del punto 𝑃. 
 
 
Obsérvese que: 
· Si P es un punto de acumulación de un conjunto 𝐴, entonces P puede o no pertenecer a 𝐴, por ejemplo: los puntos 
𝑃1, 𝑃2 𝑦 𝑃3 son puntos de acumulación del conjunto 𝐴 (ver figura de arriba). Sin embargo, 𝑃1 𝑦 𝑃2 pertenecen a 𝐴 y 𝑃3 ∉ 𝐴.  
· Una consecuencia inmediata de la definición es que si 𝑃 es un punto de acumulación de un conjunto 𝐴, entonces en toda bola 𝐵(𝑃, 𝑟) existen infinitos puntos de 𝐴. 
· Todo punto interior de un conjunto 𝐴 es un punto de acumulación de 𝐴. 
· Los puntos fronteras de un conjunto 𝐴 solamente pueden ser: puntos de acumulación o puntos aislados del conjunto 𝐴. 
· Ningún punto exterior de un conjunto puede ser punto de acumulación de dicho conjunto. 
 
Ejemplo: En la figura se muestran distintos tipos de puntos deℝ𝒏, de los cuales se conoce que solo pertenecen a 
𝑺 los puntos 𝑨, 𝑭, 𝑬. 
[image: ]Analicemos si estos son puntos interiores, exteriores, fronteras, aislados 𝐴 es un punto interior  y de acumulación. 
𝐵 es un punto exterior. 
𝐶, 𝐷 son puntos fronteras. 
𝐸 es un punto frontera y aislado,  
𝐹 es un punto frontera y de acumulación 
A un conjunto le pertenecen siempre sus puntos interiores (si los posee) y los puntos fronteras les pueden o no pertenecer.  
 
Sea 𝐴 ⊆ ℝ𝑛. Diremos que 𝐴 es un conjunto abierto si todos los puntos de 𝐴 son puntos interiores de 𝐴. O sea,  Å = 𝐴. 
 
Por ello, para probar que un conjunto es abierto bastará probar que todos sus puntos son interiores o que ninguno de sus puntos fronteras le pertenece. 
Ejemplo: 
Sea 𝑃 ∈ ℝ𝑛 y considérese ℝ𝑛 como el conjunto universo. 
1. Toda bola 𝐵(𝑃, 𝑟) de ℝ𝑛 es un conjunto abierto en ℝ𝑛. 
Justificación: Por la propia definición de bola de ℝ𝑛, ninguno de sus puntos fronteras le pertenece, o sea todos sus puntos son interiores, por eso es abierto. 
2. El espacio ℝ𝑛es un conjunto abierto de ℝ𝑛. 
Justificación: Como ℝ𝑛 es el universo, no posee puntos fronteras, por tanto todos sus puntos son interiores, por eso es abierto. 
Definición: (conjunto cerrado) 
Sea 𝐴 ⊆ ℝ𝑛.  Diremos que 𝐴 es un conjunto cerrado si su complemento 𝐴𝐶 es abierto. 
 
Pudiera decirse también que:  
· Un conjunto 𝐴 es cerrado si le pertenecen todos sus puntos de acumulación. 
· Un conjunto 𝐴 es cerrado si le pertenecen todos sus puntos fronteras, en caso de que posea. 
Ejemplo: 
Son conjuntos cerrados: 
1. Un intervalo cerrado en ℝ. 
2. Un círculo que incluye a la circunferencia en ℝ2. 
3. Una poligonal en el plano ℝ2. 
4. 𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|𝑦 ≥ 𝑥2} 
5. El propio ℝ𝑛 es un conjunto cerrado, lo que puede justificarse fácilmente a partir de que todos sus puntos son de acumulación y todos le pertenecen. 
Definición: (conjunto acotado) 
Sea 𝐴 ⊆ ℝ𝑛. Diremos que 𝐴 es un conjunto acotado en ℝ𝑛 si existe una bola 𝐵(𝑃, 𝑟) tal que 𝐴 ⊂ 𝐵(𝑃, 𝑟) para cierto radio 𝑟 < ∞.  
 
Ejemplo: 
Son conjuntos acotados: 
1. Los intervalos (𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑏], [𝑎, 𝑏] de ℝ, donde 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ. 
2. Un círculo abierto o no en ℝ2. 
3. Un polígono cualquiera en [image: ]	. 
4. 𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ |𝑦 ≥ 𝑥 ; 𝑥 + 𝑦 < 1} 
El conjunto 𝑺 = {(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐|𝒚 ≥ 𝒙𝟐} es cerrado pero no acotado. 
Un tipo bastante común de conjuntos de ℝ𝒏 son los conjuntos cerrados y acotados. Entre ellos, se encuentran los denominados rectángulos de ℝ𝒏. 
· Para 𝑛 = 1, un intervalo cerrado [𝑎, 𝑏] 
· Para 𝑛 = 2, un rectángulo propiamente dicho: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] 
· Para 𝑛 = 3, un paralelepípedo rectangular: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] × [𝑒, 𝑓] 
· Para 𝑛 cualquiera, un rectángulo n-dimensional: [𝑎1, 𝑏1] × [𝑎2, 𝑏2] × ⋯ × [𝑎𝑛, 𝑏𝑛] 
Definición: (conjunto conexo) 
Sea 𝑆 ⊆ ℝ𝑛. Diremos que 𝑆 es un conjunto conexo si para todo par 𝐴, 𝐵 de puntos de 𝑆 existe un arco de curva AB contenido en 𝑆 que tenga a dichos puntos como origen y extremo respectivamente. 
 
Ejemplos de conjuntos conexos en ℝ𝟐 
[image: ] 
Ejemplos de conjuntos inconexos en ℝ𝟐 
 
[image: ]
Definición: (Vecindad de un punto) 
Sea 𝑃 un punto de ℝ𝑛. Cualquier conjunto abierto 𝑉 ⊆ ℝ𝑛 que contenga a P como uno de sus puntos interiores se denominará una vecindad de P. 
Si se excluye al punto 𝑃 de cierta vecindad suya 𝑉, se obtiene un nuevo conjunto abierto relacionado con P denominado vecindad reducida de 𝑃 y se denotará por 𝑉∗(𝑃). 

	Vecindad de un punto P de ℝ𝟐 	Vecindad reducida de un punto P de ℝ𝟐 
 
 
Funciones reales de varias variables 
Debe recordarse la definición de función real de una variable estudiada en la Matemática I. Mediante este tipo de función se resolvieron muchos problemas prácticos, sin embargo, no todos los problemas que se presentan en nuestras vidas, pueden ser resueltos mediante modelos que conduzcan a funciones de una variable real. En una gran variedad de problemas aparecen más de una magnitud variable, relacionadas entre sí. Si alguna de dichas magnitudes se considera dependiente de las demás entonces, se puede interpretar el problema como una función de varias variables (FRVV). Se puede citar por ejemplo el volumen de un cilindro, en el cual se tiene al volumen como variable dependiente, y la altura y el radio (o el diámetro) como variables independientes. 
Al igual que en el caso de funciones reales en una variable, una FRVV se puede expresar en forma: verbal, numérica o tabular, simbólica y gráfica. 
Como un ejemplo de representación de una FRVV se encuentra el diagrama sagital pag. 873 al analizar la correspondencia 𝑓: ℝ2 → ℝ 
Analizar que al determinar el dominio de FRVV se procede de forma análoga a cómo se determinaba con FR de una variable. Consultar para ello los ejemplos 1a), 1b) y 4 del texto u otros similares: 
Ejemplos: 
Hallar los dominios de las siguientes funciones y representarlos gráficamente: 
a) [image: ]  
b) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 𝑙𝑛(𝑦2 − 𝑥) 
Ver gráficas de FR de 2 variables, pág. 876-877 Ejemplos: 
1. Sea la función [image: ]. 
a) Halle el dominio de 𝑓 y represéntelo gráficamente. 
b) Halle el conjunto imagen de 𝑓. 
c) Represente gráficamente la función en un sistema XYZ.  
2. Sea la función 𝑓(𝑥, 𝑦) = 4𝑥2 + 𝑦2 . 
a) Halle el dominio de 𝑓 y represéntelo gráficamente. 
b) Halle el conjunto imagen de 𝑓. 
c) Represente gráficamente la función en un sistema XYZ.  
d) Determine las familias de secciones planas de la gráfica de 𝑓 paralelas a los planos coordenados 𝑥 = 0 y 𝑦 = 0. 
Representación mediante curvas y superficies de nivel 
Definir Curvas de Nivel para FR de 2 variables. Destacar su importancia. Realizar ejemplos como el 10 y 11. Analizar que para funciones de 3 variables la visualización se hace muy difícil por lo que se estudian las Superficies de Nivel (Definirlas). Orientar el estudio de los ejemplos y gráficos del texto. 
Pueden presentarse dos ejemplos: 
Dada la función [image: ], determine 3 curvas de nivel de la función y represéntelas en el plano XY. 
Dada la función [image: ], determine 3 superficies de nivel de la función y represéntelas en el sistema XYZ. 
 
Conclusiones 
· Destacar las semejanzas y diferencias con el estudio de las funciones reales de una variable. 
· Destacar que aunque presentan diferencias notables, en muchas ocasiones se procede a reducir el estudio al comportamiento de la variable dependiente considerando solo la variación de una de las variables, con lo que se puede utilizar todo el instrumental del Cálculo Diferencial estudiado en Matemática I, como se verá en las próximas clases cuando se estudie el límite y las derivadas de funciones reales de varias variables. 
Orientaciones para el estudio independiente: 
Estudiar la bibliografía indicada y los ejemplos presentes en la misma. 
 	 
image6.jpg




image7.jpg




image8.jpg




image9.jpg




image5.jpg




image60.jpg




image10.png
flxy) =20




image11.png
f(x,y) =9 —x2—y?




image12.png
flo,y)=yx2+y?2-1




image13.png
f(x,y,2) =x?+y?—2z?




image1.jpg
a+r




image2.jpg




image3.jpg




image4.jpg




image5.png




